Mp2i Devoir surveillé 6

L’usage des calculatrices est autorisé.

Rappelez-vous tout ce qui a été dit lors de la correction des DS précédents! N’oubliez pas que le concepteur du sujet
est votre ami, mais pas le correcteur! Lisez donc I’énoncé attentivement, vérifiez la cohérence de vos résultats a ’aide de
I’énoncé et rédigez soigneusement sans vouloir tout faire et sans étourderie.

Exercice
1
On définit la suite u par récurrence en posant ug = 0 et pour tout n € N, u, 1 = Trem
e n
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a) On pose f:z+— Tr e Montrez que pour tout x € R, |f'(z)] < 1
e

b
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Montrez que 1’équation f(z) = x posséde une unique solution notée a et que a € 0, 1].
Justifiez que la suite u converge vers a.

)
)
)
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Justifiez que uq5 posséde au moins 8 décimales communes avec a.

Exercice
. 1
Pour n € N*, on pose r, = ¥/n. On définit f:z — ez ln® — exp ( lna:).
A

1—1Ine¢,

f(cn)

a) Exprimez r, a l'aide de f, puis justifiez 'existence d’un réel ¢,, € Jn,n + 1] tel que rpq1 —r, = 5
CTL

b) Montrez que la suite (r,) est décroissante a partir du rang 3.
—lnn

c) Montrez : r - ~
) n+1 n N 00 TL2

Probléeme 1 - Une équation fonctionnelle

Le but du probléme est de déterminer les applications f : R — R continues sur R telles que Yz € R fo f(z) +z = 2f(z).

Soit f une solution du probléme.

Question 1) Montrez que f est injective. On rappelle qu’une fonction est dite injective quand elle vérifie la propriété
suivante :

V(r,y) eR® flz)=fly)=z=y

Question 2) Montrez alors que f est strictement monotone sur R. Quelle est la monotonie de f o f? Déduisez-en que f
est strictement croissante sur R.

Question 3)

a) Justifiez 'existence de ¢ = Eg‘} feRU{+o0}.

b) Montrez que £ = +oo.
Question 4) Montrez que f est une bijection de R dans R.
On note Af = f —Id.

Question 5) Soit « € R : on définit la suite u par récurrence en posant uy = x et pour tout n € N, u,11 = f(un)-
a) Montrez que la suite u est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
b) Montrez que pour tout n € N, w,, = n Af(z) + x.
Les valeurs de la suite u sont x, f(x), f o f(z),... : on note f™ la composée de f par elle-méme n fois de sorte que pour
tout n € N, u,, = f"(x). On a donc montré : Vn € N f"(z) = n Af(z) + «.
Question 6) On suppose qu’il existe (zq,z1) € R? tel que Af(xq) # Af (z1).
On note hg = Af(zg), h1 = Af(z1) : parmi ces deux nombres, I'un est non nul, on peut supposer qu’il s’agit de hy. Dans
un premier temps, on suppose méme hg > 0.
a) Justifiez 'existence d’un entier relatif p tel que xg + pho < 21 < 2o + (p + 1)ho.
b) Montrez que pour tout ¢ € N, xg+ (p+ q)ho < x1 + gh1 < o + (p+ ¢+ 1)ho : vous pourrez utiliser la fonction f9.
c) En faisant tendre ¢ vers +oo, aboutissez & une contradiction.
d) Que pouvez-vous dire si maintenant on suppose hg < 07

Question 7) Déterminez ’ensemble des solutions du probléme.



