Polynomes

Dans tout le cours, K désigne un sous-corps de C, le plus souvent R ou C, quelquefois Q et plus rarement autre
chose. Les éléments de K sont appelés les scalaires.

1 Ensemble K|[X]

1.1 Deéfinition

Définition. On appelle polynéme a coefficients dans K toute suite presque nulle d’éléments de K, c’est-
a-dire toute suite nulle & partir d’un certain rang.

En particulier, la suite (0,1,0,0,...) est notée X et est appelée I'indéterminée (c’est un polynéme particu-
lier).

L’ensemble des polyndmes est noté K[X].

L’égalité de deux polynomes est I’égalité habituelle des suites : deux polynomes P = (a;) et @ = (b;) sont égaux
si et seulement si pour tout ¢ € N, a; = b;.
1.2 Degré

Si P = (a;) € K[X] et P #0, alors on pose d = max{i € N / a; # 0} : d est appelé le degré du polynome P et
est noté d = deg P ou d = d°P. Le coefficient a4 est appelé le coefficient dominant de P (le monéme aqX 4 est
appelé le terme dominant : voir plus loin).

On a donc : pour tout k € {0,...,d}, coeff,(P) = aj et pour tout k > d, coeff(P) = 0.

Par convention, on pose deg 0 = —oo. Tous les coefficients du polynéme nul sont nuls.

2 Opérations sur les polynémes

2.1 Multiplication par un scalaire

La multiplication d’un polynéme par un scalaire est la multiplication classique d’une suite par un scalaire.

Proposition 1. Si P est un polynéme et A un scalaire, alors
AP est un polynome et deg(AP) < deg P.

Plus précisément, si A # 0, alors deg(AP) = deg P.
Pour tout k € N, coeff,(\.P) = A coeffy,(P).

2.2 Somme de polyndémes

L’addition de deux polynéme est ’addition classique des suites.

KProposition 2. Si P et Q sont deuz polynomes, alors R
P + @ est un polynéme et deg(P + Q) < max(deg P,deg Q).

Plus précisément,

st deg P # deg @, alors deg(P + Q) = max(deg P, deg Q)

si deg P =deg @, alors deg(P + Q) = deg P = degQ si et seulement si la somme
des coefficients dominants de P et QQ est non nulle, dans le cas
contraire on a deg(P + Q) < deg P

KPour tout k € N, coeff, (P + Q) = coeff,(P) + coeff;(Q). )




2.3 Produit de polyndmes

En revanche, le produit de deux polynémes n’est pas le produit des suites.

Définition. Soit P = (a;) et @ = (b;) deux polynomes.

P
On note P x Q = PQ la suite (¢;) telle que pour tout p € N, ¢, = Zakbp_k.
k=0

Proposition 3. Si P et Q sont deux polynomes, alors
P x Q est un polynome et deg(P x Q) = deg P + deg Q).

k
Pour tout k € N, coeff,(PQ) = Z coeff ; (P) coeff;,_;(Q).
=0

On définit de maniére récurrente la notion de puissance k-éme d’un polynoéme, car la loi x est associative. Pour
éviter les cas particuliers, pour tout polynéme P, méme nul, on convient que P° = 1.

2.4 Structure d’anneau

CProposition 4. K[X] est un anneau commutatif intégre pour les lois précédentes. )

Enfin, on donne I’écriture standard des polynomes.

n

Proposition 5. Tout polynome P = (a;) € K[X] s’écrit sous la forme Zaka, ou n est un entier
k=0

quelconque au moins égal au degré de P.

Plus précisément, si P # 0 et si on choisit n = deg P, alors l’écriture précédente est unique.

2.5 Lien avec les fonctions polynémes
A tout polynéme P = (ap,a1,...,a,,0,0,0,...), on associe I'application P de K dans K définie de la facon

suivante : pour tout = € K, P(x) = Zakxk.
k=0

On montre plus loin que toute fonction polynéme est associée & un unique polynéme. Mais il ne faut pas croire
que cette idée est toujours vraie! Si K est un corps fini, alors deux polyndémes formellement distincts peuvent
avoir la méme fonction polynéme associée.

Autrement dit, si K est un corps infini, Papplication P — P est une bijection, mais si K est un corps fini, alors
elle est surjective et non injective.

Définition. Soit t € K. On appelle évaluation en ¢ application K[X]| — K .
P — P (t)

Proposition 6. Soit t € K. L’évaluation en t est linéaire et compatible avec les produits : pour tout
(P,Q) e KIX]*, \€ K,

— (P+Q)(t) = P() +Q(t) ;

— (AP)(t) = AP(¥) ;

— (PQ)(t) = P)Q(?).

2.6 Composition de polynémes

Définition. Soit P = Z ap X" et Q deux polynémes. On pose PoQ = Z arQF.
k=0 k=0




Proposition 7. Si P et QQ sont deux polyndomes, alors
Po @ est un polynome et si deg@ > 1, deg(P o Q) = deg P x deg Q.

Le polynéme P o ) est plus souvent noté P(Q). Avec cette notation, P = Po X = P(X)...

Proposition 8. Soit A € K[X]. La composition par A est linéaire et compatible avec les produits : pour
tout (P,Q) € K[X)*, A€ K,

— (P+Q)(A)=P(A)+Q(4);

— (AP)(A) = AP(4);
— (PQ)(4) = P(A)Q(A).

2.7 Polyndémes constants

Un polynoéme de degré inférieur ou égal a 0 est appelé polynéme constant.

Si on considére application ¢ de K dans K[X] qui associe & a le polynéme constant (a,0,0,...), on remarque
qu’elle vérifie :

— ( est injective

— pour tout (a,b) € K2, p(a +b) = p(a) + ¢(b) et p(ab) = p(a)p(b)

— (1) =(1,0,0,...)
Par conséquent, tout calcul effectué sur les nombres revient & un calcul sur les polynémes constants. Par abus,
on identifie les scalaires et les polynémes constants : avec cet abus de notation, on se permet d’écrire P = 2 au
lieu de P = 2X° le polynome constant égal a 2, donc en quelque sorte, on se permet de penser que K C K [X].

3 Racines d’un polynéme

3.1 Diviseurs dans K|[X]

Définition. Soit P, @ deux polyndémes de K[X]. On dit que P divise @ si et seulement si il existe R € K[X]
tel que @ = PR, autrement dit si on peut factoriser P dans le polynoéme Q.

On va voir que cette définition et toutes celles qui s’y rapportent permettent de faire dans K[X]| les mémes
raisonnements que dans K[X], c’est-a-dire de Parithmétique.

3.2 Factorisation par X —a

[Déﬁnition. Soit P € K[X] et a € K. On dit que a est une racine (ou un zéro) de P dans K si et seulement]
si P(a) = 0.

Dans cette définition, P(a) désigne aussi bien la composée du polynome P par le polynéme constant a que la
valeur en a de la fonction polyndéme associée P : par l'identification des constantes et des polyndémes constants,
c’est la méme chose.

CProposition 9. Soit P € K[X] et a € K. Alors X — a divise P si et seulement si P(a) = 0. )

On en déduit le résultat suivant par récurrence sur k, nombre de racines distinctes de P.

Corollaire 1. Soit P € K[X] et ay,...,a; k scalaires distincts.
Siay,...,a sont k racines de P dans K, alors P est divisible par (X —ay) ... (X — ax).

Exercices :

1) Donnez un polynéme A tel que A(2) = A(3) =0et A(4) =1.



3.3 Nombre de racines distinctes

Théoréme 1. Si P est un polynéme non nul de K[X] et si P de degré n, alors P a au maximum n racines
distinctes dans K.

Le corollaire est un moyen trés puissant de prouver qu’un polyndéme est nul, sans chercher a calculer ses
coefficients.

Corollaire 2. Soit P € K[X].
> Sideg P <n etsi P an+1 racines distinctes, alors P = 0.

> Si P a une infinité de racines, alors P = 0.

On en déduit une bijection entre ’ensemble des polynomes et celui des fonctions polynomes.

(Corollaire 3. Si K est un corps infini, alors Uapplication P P est une bijection. )

4 Division euclidienne dans K[X]

Théoréme 2. Soit (A, B) € K[X]?, B # 0. Alors il existe un unique couple (Q,R) € K[X]? tel que
A=BQ+ R et deg R < deg B.

Q@ est le quotient de la division euclidienne de A par B, R est le reste.

Un cas particulier : si P € K[X] et a € K, alors le reste de la division euclidienne de P par X — a est P(a).

5 Dérivation des polynémes

5.1 Généralités

a n N
Définition. Soit P = Z ar X" un polynome.
k=0
n n—1
On appelle polynéme dérivé de P le polynéme P’ = Z kap Xk = Z(k; + 1)ak+1Xk.
k=1 k=0
KPuis par récurrence, on définit les polyndémes dérivés successifs P de maniére évidente. )

On note que la dérivation des polynémes ressemble & celle des fonctions polynémes dans le cas des polynomes
réels. En fait, toutes les propriétés calculatoires de la dérivation restent vraies.

Proposition 10. Soit A\ € K, (P,Q) € K[X]?. Alors
= (AP) = AP/
— (PrQ) =P+
— (PQY = P'Q+ P
— (PoQ) =P oQxQ'.

— P’ =0 si et seulement si P est constant

De méme, la formule de Leibniz reste valable pour dériver n fois des produits (voir chapitre sur la dérivation).

5.2 Racines simples ou multiples

Définition. Soit P € K[X] et a une racine de P, alors P est factorisable par X —a : P = (X — a)Q.

On dit que a est une racine simple de P si et seulement si a n’est pas racine de @, c’est-a-dire si Q(a) # 0,
sinon a est dite racine multiple de P.

Autrement dit,
— a est une racine simple si et seulement si on ne peut factoriser X — a qu’'une seule fois dans P,
— a est une racine multiple si et seulement si on peut factoriser X —a au moins deux fois dans P, c’est-a-dire

si (X — a)? divise P.



Proposition 11. Soit P € K[X] et a une racine de P.
Alors a est racine simple de P si et seulement si P'(a) # 0.

Les racines multiples de P sont donc les racines communes ¢ P et a P’.

6 Espace vectoriel K,[X]

6.1 Définitions
Soit n € N, on note K,[X] l'ensemble des polynomes de degrés inférieurs ou égaux a n

K,[X] ={P € K[X] / degP <n}

On remarque que :
— si (P,Q) € K,[X]?, alors P+ Q € K, [X];
— si P € K,[X] et A € K, alors AP € K, [X].
On dit que K,,[X] est un K-espace vectoriel.

6.2 Bases de K,[X]

Tout polynome de K,[X] s’écrit de maniére unique sous la forme P = Z%X k. on dit que la famille de
k=0
polynémes (1, X, X% ..., X™) est une base de K, [X].

De maniére générale, on dit qu'une famille de polynémes de K, [X] (Py, Pi,..., Py,) est une base de K,,[X] si

et seulement si tout polynome P de K, [X] s’écrit de maniére unique sous la forme Z A Pr.
k=0

Proposition 12. Soit a € K. La famille (1, X —a, (X —a)?,...,(X —a)") est une base de K,[X].

P®)(q)

i (X —a)*® (égalité de Taylor).

Plus précisément, si P € K,[X], alors P = Z
k=0

6.3 Application aux racines multiples

Définition. Soit P € K[X] et a une racine de P. On dit que a est une racine d’ordre (de multiplicité) k
de P si et seulement si on peut factoriser (X — a)* dans P mais pas (X — a)F*!.

Les racines simples sont les racines d’ordre 1, les racines multiples sont celles d’ordre au moins 2.

Proposition 13. Soit P € K[X] eta € K.
Alors a est racine d’ordre k de P si et seulement si P(a) = P'(a) = --- = P* VY (a) = 0 et P (a) # 0.




7 Factorisation dans C[X]

(Théoréme 3 (d’Alembert-Gauss). Tout polynome de C[X] non constant a au moins une racine dans C. )

(" Corollaire 4. Soit P € C[X], de degré n > 1. h
> P posséde eractement n racines complexes, chacune étant comptée selon son ordre de multipli-
cité :
si P a pour racines distinctes aq,...,ar d’ordres de multiplicité o, . .., oy,

alorso; +---+ap=n

> P est factorisable en produits de facteurs de degré 1 :

st P a pour racines distinctes a, . .., ax d’ordres de multiplicité aq, . .., ax et si X est le coefficient
dominant de P, alors
k
P=X[[(X —ap)°
=0
\_ ? J

La décomposition précédente s’appelle « décomposition en facteurs irréductibles de P dans C[X] » : elle est
unique & Uordre des facteurs prés.

Exercices :

1) Factorisez X* — 8i dans C[X]
2) Factorisez (X +1)° — 32X° dans C[X].

8 Factorisation dans R[X]

Un polynome a coefficients réels est en particulier un polynéme a coefficients complexes : R[X] C C[X]. Les
résultats précédents s’appliquent donc. Si on veut ne manipuler que des réels et aucun complexe non réel, alors
il faut étre plus précis.

Proposition 14. Si P € R[X] et si a est une racine complexe de P d’ordre de multiplicité o, alors @ est
ausst racine de P, avec le méme ordre de multiplicité «.

KCorollaire 5. N

Tout polynome de R[X] non constant est factorisable en produit de facteurs dans R[X] :
— de degré 1 ou
— de degré 2 a discriminant strictement négatif.

Si P € R[X] est non constant de coefficient dominant X\, alors
r k
P=A H(X —ap)™ H(X2 + b X + ¢g)s
p=1 g=1

ol ai,...,a, sont les r racines réelles de P d’ordre de multiplicité o, ...,a, et by,...,bg,c1,...,cCr Sont
2k réels tels que pour tout ¢ € {1,...,k}, Ay = bg —4cy < 0.

- /

La décomposition précédente s’appelle « décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X] » : elle est
unique & l'ordre des facteurs prés.

Ezxercices :

1) Factorisez X* + 1 dans R[X].
2) Factorisez (X + 1)° — 32X° dans R[X].

Remargque. Un polynome est dit scindé dans K[X] quand il peut s’écrire comme un produit de facteurs de
degré 1 a coefficients dans K. Dans C[X], tous les polynomes sont scindés. Dans R[X], ¢a dépend du polynome :
il est scindé si et seulement si il n’a aucune racine non réelle.



9 Relations entre les racines et les coeflficients

Soit P un polynéme scindé de degré n. On a deux écritures pour P :
n

— en somme : P = E aka

k=0
n

— en produit : P = a, H(X —rp) (donc a,, # 0).
p=1
Si on développe le produit et qu’on réécrit le polynéme en somme, alors en identifiant les coefficients, on obtient
des relations entre les racines et les coefficients.
Exemples.
an—1
an
ao

— le produit des racines r; X -+ x r, vaut (=1)"—
n

Dans le cas d’un polynéme de degré deux P = aX? + bX + ¢, on retrouve les relations bien connues : la somme

— la somme des racines r{ + - -+ + 1, vaut —

. — . c
de deux racines est — et le produit —.
a a

D’une maniére générale, pour k € {1,...,k}, on note oy(ry,...,r,) ou plus simplement o} s’il n’y a pas
d’ambiguité la somme de tous les produits de k racines prises par les n.
Alors
oy, = (—1)k ik
2%
Ezercices :

1) Soit a,b, ¢ les trois racines du polynéme X3 —3X%+ X +2. Que vaut a®* +b*> + 327

2) Soit p,q deux entiers. Déterminez un polynéme unitaire a coefficients entiers dont les racines sont les carrés de
celles du polynéme X3 +pX +q.

10 Arithmétique dans K[X]|

L’existence d’une division euclidienne dans K[X] permet de retrouver quasiment a l'identique les résultats
obtenus dans K[X].

10.1 Polyndémes associés

(Déﬁnition. Deux polynomes A et B de K[X] sont dits associés quand A divise B et B divise A. )

Il est trés simple de déterminer les associés d’'un polynéme.

Proposition 15. Le seul polynéome associé au polynéme nul est le polynome nul.

St A et B sont associés et mon nuls, alors il existe A € K* tel que A = \B.

Parmi tous les polynémes associés, I’'un est en général privilégié : celui qui est unitaire.

Pour tout polynome A, on note Div(A) I'ensemble des diviseurs de A.

Proposition 16. Soit A, B deux polynomes.

Div(A) = Div(B) si et seulement si A et B sont associés.

10.2 Diviseurs communs

Proposition 17. (Lemme d’Fuclide)
Soit A, B deux polynémes, B non nul. On note R le reste de la division euclidienne de A par B.
Alors Div(A) N Div(B) = Div(B) N Div(R)

On consideére I'algorithme suivant :



entrée : A, B deux polyndmes non nuls
sortie : S un polyndme

T <- B
tant que T !'= 0 faire
R <- reste de la division euclidienne de S par T

S <-T
T <- R
finfaire

Proposition 18. L’algorithme précédent termine et la valeur finale de S est un polynéome tel que Div(A)N
Div(B) = Div(S).

S est appelé un p.g.c.d. de A et B. Tout autre polynéme associé a S vérifie la méme propriété. En général, on
privilégie parmi tous les p.g.c.d. de A et B celui qui est unitaire, mais ce n’est nullement une obligation.

Par abus de notation, on écrit S = pged(A, B) pour signifier que S est un p.g.c.d. de A et B. Quand on note
A A B, on considére le p.g.c.d. unitaire.

De plus, si on modifie légérement 1’algorithme précédent, on peut prouver comme dans le cas des entiers I'exis-
tence de coefficients de Bézout.

Théoréme 4. Soit (A, B) € K[X]? et D = pged(A, B).
Alors il existe (U, V) € K[X]? tel que D = AU + BV

Ezxercices :

1) Déterminez le p.g.c.d des polynoémes P = X'+ X34+ X?—2X +2et Q= X* 43X +3X2+6X + 2, ainsi que
des coefficients de Bézout associés.

On dispose bien str d’un résultat presque réciproque.

Proposition 19. Soit A, B deux polynémes non nuls.
Si D divise A et B et s’il existe (U, V) € K[X]? tel que D = AU + BV, alors D = pgcd(A, B).

10.3 Polyndémes premiers entre eux

Définition. Deux polynomes sont dits premiers entre eux ou étrangers (ou encore copremiers, comme on
le dit au Québec) quand un p.g.c.d. est égal a 1.

On a alors le th. de Bézout.

Théoréme 5. Soit (A, B) € K[X]>.
A et B sont premiers entre euz si et seulement si il existe (U, V) € K[X]? tel que 1 = AU + BV.

Puis divers résultats.

CProposition 20. Soit A, B,C trois polynémes. St ANB=1¢et ANC =1, alors AN (BC) = 1.

N N N N N

(Corollaire 6. Soit A, B deux polynomes. Si AN B =1, alors pour tout (m,n) € N2, A™ A B" = 1.

Enfin le fameux théoréme de Gauss.

Théoréme 6. Soit A, B,C trois polynomes.
Si A divise BC' et A est premier avec B, alors A divise C.

Ce résultat est faux si on ne suppose pas que A est premier avec B, par exemple si on suppose seulement (erreur
classique) que A ne divise pas B.



Proposition 21. Soit A, B,C trois polynomes.
SiA|C,B|C et ANB=1, alors (AB) | C.

La encore, le résultat est faux si on ne suppose pas que A est premier avec B.

10.4 Multiples communs

Proposition 22. Soit A, B deux polyndmes non nuls. On pose M le quotient de AB par AN\ B.

Alors l’ensemble des multiples communs a A et a B est I’ensemble des multiples de M.

M est appelé un p.p.c.m. de A et B : les autres p.p.c.m. sont les associés de celui-ci. Par abus de notation, on
note M = ppem(A, B) pour signifier que M est un p.p.c.m. de A et B.

10.5 Geénéralisation a plusieurs polyndmes

Proposition 23. Soit n € N*.

Pour tout (Ay,...,A,) € K[X]", il existe un polynome D tel que
pour tout P € K[X], (P | D) si et seulement si (pour tout i € [1,n], P | A;).

D est appelé un p.g.c.d. de Ay,..., A, et noté pged(Ay,...,Ay). D est défini & une constante multiplicative
pres.

Proposition 24. Avec les mémes hypothéses, on vérifie que
pged(Ay, . .., An) = pged(Ar, pged(As, . . ., An)).

Autrement dit, la l.c.i. N\ est associative : on peut donc noter aussi Ay A ... N A, le p.g.c.d. unitaire de

Ar, oo Ay

L’égalité de Bezout reste vraie.

KProposition 25. Awvec les mémes hypotheéses, )

st D = pged(Ay, ..., Ay), alors il existe (Uy,...,U,) € K[X]|" tel que D = Z U;A;.

i=1
Réciproquement, si D est un diviseur commun a Ai,...,A, et s’il existe (Uy,...,U,) € K[X]|" tel que
D= Z U;A;, alors D = pged(Ay, ..., Ap).

K i=1 /

Définition. On dit de méme que Aj,..., A, sont premiers entre eux (dans leur ensemble) quand leur
p-g.c.d. est égal a 1.

Remarque. On prendra bien soin de distinguer les propriétés « étre premiers dans leur ensemble » et « étre
premiers deux & deux », la seconde impliquant naturellement la premiére, mais la réciproque est fausse. Par
exemple, X (X — 1), (X —1)(X —2), X(X —2) sont premiers dans leur ensemble, mais pourtant ni X (X —1) et
X (X — 2) ne sont premiers entre eux, ni X(X —1) et (X —1)(X —2), ni X(X —2) et (X —1)(X —2).

On retrouve bien str le méme résultat qu’avec deux polynomes.

Proposition 26. Avec les mémes hypothéses,

n
A1, ..., A, sont premiers entre euz si et seulement si il existe (Uy,...,U,) € K[X]|" tel que Z U;A; = 1.
i=1

10.6 Polynoémes irréductibles



Définition. Un polynome de K[X] non constant est dit irréductible dans K[X] quand ses seuls diviseurs
dans K[X] sont les constantes ou ses associés.

Les polynoémes irréductibles vont jouer le méme role que les nombres premiers. Voici quelques irréductibles
simples.

Proposition 27.
> Tout polyndome de degré 1 est irréductible.

> Tout polynome de degré 2 ou 3 sans racine dans K est irréductible

Remarque. Attention! La notion d’irréductibilité est une notion relative : elle dépend de K. Par exemple,
X2 41 est irréductible dans R[X] mais pas dans C[X].

Une conséquence du th. de d’Alembert-Gauss :

Proposition 28. Dans C[X], les seuls polynomes irréductibles sont les polynomes de degré 1.

Dans R[X], les polynomes irréductibles sont les les polynomes de degré 1 et ceux de degré 2 & discriminant
strictement négatif.

Dans Q[X], c’est plus compliqué (mais aussi plus intéressant) car on peut montrer qu’il existe des polynomes
irréductible de tout degré.

Proposition 29. Soit P un polynéme irréductible. Alors P est premier avec tous les polynomes qu’il ne
divise pas ; en particulier, avec tous les polynémes non nuls de degré strictement inférieur.

On en déduit le résultat suivant.

[Proposition 30. Un polynéme irréductible divise un produit de polynomes si et seulement si il divise l’un)
d’entre eux.

Ce résultat est faux si on ne suppose pas le polynéme irréductible.

10.7 Deécomposition en facteurs irréductibles

CProposition 31. Tout polynéome non constant est divisible par au moins un polynome irréductible. )

Corollaire 7. Deuz polynomes sont premiers entre euz si et seulement si ils n’ont aucun diviseur irréduc-
tible commun.

Corollaire 8. Deux polynomes de C[X| sont premiers entre euz si et seulement si ils n’ont aucune racine
commune dans C.

Remarque. Attention! Dans le corollaire précédente, on parle bien de racines complexes! Le corollaire précé-
dent est faux si on remplace C par R : les polynomes (X2 + 1) et (X2 4 1)? sont des polynomes de R[X] qui
n’ont aucune racine commune dans R et pourtant ils ne sont pas premiers entre eux.

Le théoréme qui suit est souvent appelé théoréme fondamental de Parithmétique dans K[X].

KThéoréme 7. Tout polynéme non constant P s’écrit de maniére unique comme un produit de polynémes\
irréductibles (a Uordre prés des facteurs et auz associés prés des polynomes irréductibles).

Autrement dit, pour tout P € K[X]|—K, il existe k € N*, un k-uplet (Py, ..., Py) € K[X]* tel que Py, ..., Py
soient irréductibles et (o, ..., ay) € N** tels que P = P P ... Po*.

Cette écriture s’appelle la décomposition en facteurs irréductibles de P.

On peut choisir les polynomes irréductibles unitaires, mais dans ce cas, il faut ajouter le coefficient dominant
A:P=XPMP? . P,

K )
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