FONCTIONS DERIVABLES

* Exercice proche du cours ** Exercice de difficulté normale *** Exercice difficile (voire trés difficile)

*1) Les fonctions suivantes sont-elle dérivables au point indiqué ? Si oui, donnez la valeur de la dérivée en ce
point.

a) r+— +/|lxr—1]3en 1 b) ¢+ cos(Vt) et t — sin(v/t) en 0 & droite

arctant In(1 + ¢ + t2)

t#0 ——  di

c) t— t sit# en 0 d) t— t—t2 sit70 en 0

1 sit=0 1 sit=20

- 2 +1

exp(— | siz#0 arctan + sit>0 R ,
e) x> x en 0 f) t—<¢ o t en 0 a droite

0 siz=0 5 sit=0

*2) Soit f : [a,b] — R dérivable , positive telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que f'(a)f’(b) < 0.

o
*3) Soit f une fonction définie sur un intervalle I, qui s’annule en un point a de J et qui est dérivable en a.
Montrez que |f]| est dérivable en a si et seulement si f'(a) = 0.

**4) Soient zp € R et f une fonction définie au voisinage de xg. Montrez que si f admet des dérivées a droite et
f(@o+h) — flzo—h)

57 admet une limite réelle quand A tend vers 0.

a gauche en xq, alors

Que dire de la réciproque ?

*5) Déterminez les valeurs des parameétres a, b tels que les fonctions suivantes soient prolongeables par continuité
en 0, et que leurs prolongements soient dérivables en 0 :

sinx . cosr—b .
siz>0,z+— ——six <0
T

a) frx—a+

t

b b=
In(1+¢) —¢ int —t— bt?

c) h:t—a
1 —cost sin

**6) Soit a, b, ¢ trois réels. Montrez que 'équation 4az> +3bz? +2cz — (a+b+¢) = 0 admet au moins une solution
dans 0, 1[.
**7) Soit f une fonction dérivable sur |a, b[ telle que lim f = lign f = +oo. Montrez qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que
a
f'(c) = 0 : on pourra considérer g = exp o(—f).
**8) Soit f: R — R dérivable sur R telle que Emf =lim f = ¢ € R. Montrez qu’il existe d € R tel que f'(d) = 0.
o0 —0o0

Montrez que ce résultat est encore vrai si Em f=lmf =+cc.
(o.9] —00

**9) Soit f:[0,1] — R continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1] telle que f(0) = 0 et pour tout = €]0,1[ f(z) > 0.
Soit a, b deux réels strictement positifs.

HORNA)

a) Déterminez une fonction dérivable telle que sa dérivée soit la fonction t — a

[ f=1)
o flle) _ f(1—¢)
b) Montrez qu’il existe ¢ €]0, 1] tel que a =b .
) o1l flo ~fio
**10) Répondez aux question suivantes en utilisant le th. de Rolle.
a) Soit a,b deux réels. Montrez qu’il existe un réel ¢ tel que acosc eS¢ + bsin ¢ ¢ = 0.

sin c—cos ¢

T
b) Montrez qu’il existe ¢ € }0, 3 [ tel que tanc =e

c) Soit f :[0,1] — R, dérivable sur [0,1], telle que f(0) = f(1) : montrez qu’il existe ¢ €]0,1[ tel que
fllOfl—c)+flof(1-c)=0.



#%171)
a) Soient f,g : [a,b] — R, deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur |a,b[. Montrez qu’il existe
¢ €la,b[ tel que
(f(b) = f(a)) g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c).
b) Reégle de I’Hospital : Soient f,g deux fonctions dérivables sur un intervalle I et a € I telles que
> ¢’ ne s’annule pas sur I\{a}.

> f(a) =g(a) =0
> f—, admet une limite ¢ en a.

Montrez que i admet ¢ pour limite en a.
g

c¢) Calculez

Vi+tr—y1—x . 14 cos(mx)
im : im ——————=
=0 In(1+z) —In(1 — z) =1 (z—1)2

*%%12) Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C%. Montrez qu'’il existe ¢ €]a, b tel que

M350y (118) om0

2
**%%13) Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que f(a) = f'(a) et f(b) = f'(b).
Montrez qu'’il existe ¢ € ]a, b[ tel que f”(c) = f(c).

*14) Justifiez les inégalités suivantes :

a) pour tout (r,y) € R?, |arctanz — arctany| < |z — y|

1
b) pour tout (z,%) € [1,400[%, pour tout n € N*, | /z — Yyl < =z —y|
n

)
c) pour tout z € RT, 1 +2 < e® <1+ ze®
)

d) pour tout z € RT, <arctanxr < x

1+ 22
**15) Soit f: R — R dérivable sur R et k un réel tels que |f'| < k < 1 sur R.

On pose F': R? — R? .
(z,y) = (24 f(y),y+ [f(2))

Montrez que F est une bijection de R? dans R2.
**16) Soit a, b, ¢ trois réels. Montrez que 1'équation e® = az?® 4 bz + ¢ a au plus 3 solutions.

**17) Soit f une fonction n fois dérivable sur un intervalle I et (zo,...,x,) € I"" tel que =g < ... < z, et
flxo)=...= f(z,) =0.
Montrez par récurrence sur n qu'il existe ¢ € I tel que f (n) (c) =0.

Application : soit P une fonction polynéme de degré n, montrez que I’équation e = P(x) a au plus n + 1
solutions.

*%18) Soit f : [0, +oo[— R de classe C? sur [0, +o0[ telle que f(0) = 0. Montrez qu'’il existe une application
g : [0, +oo[— R de classe C* sur [0+ oo| telle que pour tout = € [0, +oc[, g(z?) = f(x).

**19) Soit f la fonction définie par : f(z) = g + 27 sin %
a) Montrez que f est prolongeable par continuité en 0, et que ce prolongement est dérivable en 0. Montrez
aussi qu'il n’est pas de classe C' sur R.
b) Précisez f'(0). f est-elle monotone au voisinage de 0?
c¢) Que penser de I’énoncé : « si une fonction f est dérivable en zg et que f'(xg) > 0, alors la fonction f est
croissante au voisinage de zg » 7

d) Et si on remplace I'hypothése « f dérivable en xy » par « f est de classe C* au voisinage de zq » ?



**%20) Montrez que les fonctions suivantes sont prolongeables en des fonctions de classe C! au voisinage de 0 :

i In(1+¢ 1 1
a)x»—>smx b)tHM c)u%——
x t u  In(l+wu)
In(1 —
d) x»—)—n( to)-z e) T+ v f) t— cost
x? et —1 ( t)

*21) Calculez la dérivée n-éme des fonction suivantes :
a) x— (T2 —x + 1) b) z s sin®z c) x> e’sinx
d) z—2*(1+2)P, peN.
*%22) Soit n € N*. Calculez la dérivée n-éme de la fonction 2 — 2™ 1 In(1 + ) définie sur | — 1, +o0[.

**23)

a) Soient n € N* et f une fonction n-fois dérivable sur R. Calculez la dérivée n-éme de

zr— " f <1) .
x

1
z— 2" 1ln <1 + > et x— 2" lel/T
x

b) Déduisez-en les dérivées n-émes de

**%24) Soit a,b deux réels tels que 0 < a < 1 et f : R — R une fonction de classe C* telle que pour tout z € R,
(fof)x)=ax+b.
a) Montrez que pour tout z € R, f(ax +b) =af(z)+b
b) Déduisez-en que f’ est constante.
c) Déterminez f.
**25) Déterminez les fonctions f : R — R dérivables telles que (les questions sont indépendantes)
a) Y(z,y) €R® flz+y) = flz+f(v);
r+y
b) Vo) € B 1) - f0) = - (7).
¢) 30 €]0,1[ Y(z.y) eR® f(y) — f(x) = (y—x)f 0z + (1 - O)y).



