Mpi Devoir surveillé 2 - sujet Mines-Centrale

Probleme 1 - librement inspiré de Centrale PC 1998 - math 1

Dans ce probléme, on note I = ]0, +0o|, € 'ensemble des fonctions continues sur I & valeurs complexes.

Sifebets>0,onpose fo: I — C

f(t)

t+s

Enfin, on pose & = {f € ¢ / f intégrable sur I} et & ={f €€ /Vs>0 [, € L}

t

I. Etude de &

Q 1. Montrez que & est un C-espace vectoriel non réduit a {0}.

t
Q 2. Montrez que f € & si et s.si f est intégrable sur |0,1] et ¢ — & est intégrable sur |1, 4-00|.
t
t
Q 3. Montrez que si f € &, alors pour tout n € N* et tout s > 0, ¢ — (tj_]_( ))n est intégrable sur I.
S

Q 4. Justifiez que Z est strictement inclus dans &.

Quand f € &, on pose f : s+ / fs(t) dt.
0

Q 5. Quelques exemples.

1
a) Dans cette sous-question, on pose f : ¢ +— Pt Justifiez que f € & et calculez explicitement f(s) en fonction de s.

b) Pour a € R, on pose g, : t — t>~1. Montrez que g, € & si et s.si a € 10,1 et dans ce cas, montrez que g, est
colinéaire a g, le coefficient de colinéarité étant une intégrale que vous ne chercherez pas a calculer, qui est notée
J(a).

~

II. Propriétés de f
Q 6. Soit f e &, r>0 fixé.

—+o0
~ ~ — t
a) Montrez que pour tout s > 0, |f(s) — f(r)‘ < |3 =] / LF(0) dt.
E 0 t+r

b) Déduisez-en que f est continue en 7.
Comme r est quelconque, ceci prouve donc que f est continue sur I.

Q7. Soit feé&.
a) Soit r > 0 fixeé.

R R +oo +oo
Montrez que pour tout s > 0, f(s) = f(r) — (s — r)/o (tﬁ?‘)Q dt + (s — 7")2/0 (t—!—igt()t—i—s) dt.

b) En vous inspirant de la question précédente, montrez que fest dérivable sur I et que pour tout r > 0,

~ +oo
Fry=- [ A

(t+7)?

Q 8. 1l vient d’étre montré que si f € &, alors fAest dérivable sur /. En réitérant, on peut montrer que fest de classe
C® sur I (il n’est pas demandé de le faire). Conjecturez une expression de f (n) (r) alaide d’une intégrale.

Q9. Soits=>1,a>0¢et fe&.

N 1 a +oo
a) Montrez que |f(s)| < ;/0 |f(t)|dt—|—/

b) Montrez que slgpoo f(s)=0.

£ (1)l
o ar



+oo R A
Q 10. Dans cette question, on suppose que f € Z et A = / f #0. Montrez que f(s) ~ —
0

s—+o00 § ’

Q 11. Dans cette question, f est la fonction ¢ — e~*. On note g = fpour alléger les notations.
+o0 et

a) Montrez que pour tout s > 0, g(s) = es/ - dt.

S

+oo _—t —s

b) Montrez que / Cat ~

s t s—+oco S

¢) Montrez que g(s) ~ In s.
s—

III. Calcul de J(«) dans un cas particulier

uafl

1+u

du.

—+oo
Soit v € 10, 1]. Le symbole J(«) désigne l'intégrale calculée en question 5b de la partie I : J(a) = /
0
o0 1
Q 12. Montrez que J(«a) = / ——— dt. Déduisez-en que J(1 — a) = J(a).
0 te(t+1)

1 e
Q 13. En posant g = > montrez que J(a) = 6/0 1+ 28 de.

Dans la suite de cette partie, on étudie un cas particulier : on suppose désormais que 8 = 2n ou n € N* et pour alléger les

notations, on note simplement K au lieu de J (2)
n

2n—2

1 + t2”

+oo 1 +t2n72

)

+oo
Q 14. Montrez que K = 2n / dt (indication : changement de variable), puis que K = n /
0

0 1 + t2"

+oo 2n—2
n 1+t
fi K=— ——dt.
enfin que 2[00 e
2k +1 .
n étant fixé, pour k € [0,2n — 1], on pose 0y = (2& et wy, = e,
n

Q 15.

a) Soit P, Q deux polynémes de C[X], @ # 0 et a une racine simple de . Dans la décomposition en éléments simples

P
de —, la partie polaire associée a a est de la forme .
Q X —a
Donnez une expression de A en fonction de P, Q' et a.
1 +X2n—2

Tr X se décompose en éléments simples comme suit :

b) Montrez que la fraction F =

1227 ising

- k
F=_—"

n kZ:O X — wy,

Q 16. En regroupant judicieusement des termes de cette somme, montrez que

n—1 .2

2 sin” 0,
F== :

n;X2—2Xc089k+1

n—1
Q 17. Montrez alors que K =7 Z sin 0, puis que K = ———.
=0 S (%)

IV. Développement en série de J(«)

1
1
Soit & € ]0,1[. O (o) = | ———dt.
oit a € ]0,1[. On pose j(«a) /Ot“(t—|—1)

Q 18. Montrez que J(a) = j(a) +j(1 — ).



Q 19.

a) Montrez que pour tout n € N, j(a) =

b) Déduisez-en que

Q 20. Montrez que

1
Q 21. Montrez que J(a) ~ —.
a—0 ¢




Q 3.

Devoir surveillé 2 - sujet Mines-Centrale - Corrigé

Probleme 1

Une combinaison linéaire de fonctions intégrables sur I est intégrable.

On en déduit que | & est un sous espace vectoriel de C°(I, C) ‘

1
Avec f(x) = exp(—2x), fs est continue sur [0, 4+o00] et fs(u) =0 (u ) quand u — +00.

On en déduit que f est dans & donc | & # {0} |.

+oo t
f € & si et s.si les intégrales / |f( ) dt et / M dt convergent.
o t+s 1 t+s

Comme on étudie des fonctions & valeurs positives, on peut appliquer les th. de comparaison.

t+s tﬁO S
i.e. f est intégrable sur |0, 1].

f@r ol

T4 s totoo
est intégrable sur [1, +oo].

D’abord, F() £ donc l'intégrale / |fi)‘ dt converge si et s.si / £ )‘ dt = / |f(®)| dt converge,
0 0

“+o00 1
t t t
donc l'intégrale / %—H dt converge si et s.si / @ dt converge, i.e. t — &
1 s 0

Et de méme, "

Donc| f € & si et s.si f est intégrable sur ]0,1] et t — est intégrable sur [1, +oo].

f@t)

Soit f € &, n € N*" et s > 0. Alors f est intégrable sur |0,1] et ¢t — " est intégrable sur [1, +ool.

t t t
Or )] ~ )] donc par comparaison de fonctions positives, t — 1®)
(t+s)mt>0 sn (t+s)"

FIOIPRO]
(t+s)m =t

I
t

est intégrable sur ]0, 1].

De méme, pour tout ¢t > 1 et s >0, (t+s)" > ¢" >t donc

f(®)
(t+s)"
f)

(t+ )n

donc par comparaison de fonctions

positives, ¢ — est intégrable sur [1, +oo.

Donc |t —

est intégrable sur I.

1
Soit f € Z. fs est continue sur I et | fs(u)] < 5 |f(w)| donc fs est intégrable sur I. Et donc

1
En considérant f : u — PR f n'est pas dans % mais est dans &, puisque fs est continue sur [0, +oo[ et
u

1
|fs(u)| < — pour u > 1. Donc ’ % est strictement inclus dans & ‘
u

Si s # 1, on décompose la fraction . en élements simples : L = 1 < LI )
t+1)(t+s) (t+1)(t+s) s—1\t+1 t+s
+o0 +oo
Done f(s) = sil/o (t—i—ll - tis) dt = 5%1 (e + 1) — In(t + )] = 5%1 {miiiLo _ Shisl'
~ too g -1
Sis=1,alors f(1) = /0 m dt = L‘*‘lL_o =1.
Avec f = go it t*71, £, est continue sur I et fy(t) ~ 1 et fq(t) !

- ~
t—0 g tl—« t——+oo 2=

On en déduit que f, est intégrable sur I si et seulement si 1 —a < 1let2—a > 1, soit a € ]0, 1[.

Conclusion : ’ga €8s €, 1[‘

Alors en utilisant le changement de variable t = s X u,

A(s)—/ta_l dt—sa—l/ U = 5o (1) X gu(s)
Ja = iy = LUl = YJa Ja



II.

Q 6.
a) Pour tout s > 0,

-l 4842

Y r—s S
dt—/o |f(t)|><‘(t+s)(t+r) at r—s|/ mdt

e f () |5*7"| e
T_$|/0 s(t+r / t—l—r

+oo
tend vers 0 et lintégrale / ‘tf—f—” dt ne dépend pas de s,
0

et (t+8)(t+7) > s(t+7), done |F(s) - ()] <
|s — 7]

b) Quand s tend vers r > 0, le quotient

+oo
_ ¢ ~
donc le produit M / |tf-$-7)| dt tend vers 0, donc par encadrement, f(s) tend vers f (r), ce qui signifie
s 0 r

que | f est continue en r

Q.

a) Simple calcul.

S f(s) = f(r MaF{( e j
b) Pour s # r, le taux d’accroissement % vaut donc —/O i +( 2)2 dt+ (s—1) /o (t—f—r)g()t—i—s) dt.

o sl [ 1)
(s ”/0 < dt‘< P A (e

t+7r)2(t+s)
. oo f(®)
et done ImnGs =) [ T

Or de la méme fagon,

dt =

o) _ F +o0 . R +o0
Donc lim M = —/ ) dt, ce qui signifie que f est dérivable en r et f'(r) = _/ 1)
sor §S—7T 0 (t+1)2 0 (t+1)2

Ceci étant vrai pour tout r, on a donc montré que

> > e f(1)
est dérivable sur I et pour tout r > 0, f'(r) = 7/
+oo
~ t)
8. (™) () = (—1)"n! L
Qs | 7= [ L0
Q9.
R a t +oo t . —+o0
a) f(s)= ; tf—f-?s dt —&—/a tf—f—i?s dt, donc par inégalité triangulaire, |f(s)| < /0 |tf-$-)| dt +/a ij_>| dt,
1 1 1 1
or —— < — dans la premiére intégrale et comme s > 1, < —— dans la deuxiéme,
t+s s t+s t+1
o L M iiOl]
d <= t)| dt dt.
one|Fo) < 5 [Ir@lae+ [T
+oo t +oo
b) Soit € > 0. Comme 'intégrale / M dt converge, alors lim |f( ) dt = 0, donc il existe a > 0 tel que
0 t+1 z—+oo [, t+1

@)

Une fois a fixé, le quotient 7/ |f(t)| dt a pour limite 0 quand s — 400, donc il existe sg > 0 tel que pour tout

/\f (1)) dt <

Donc d’apres I'inégalité précédente, pour tout s > so, |f(s)] < 2e.

~

Résumons : on a montré Ve >0 Jso >0 Vs>=so |f(s)| < 2e.

Donc | lim f()

s—+o00o

Q 10. On veut montrer que hrf sf( )= A.

—a= [T (2

obtient :

T —tf(t)
—1)dt = / T dt, donc en procédant de méme, comme
0 S

—H‘ < ].7 on
S



Q 11.

b)

I11.

Q 12.

Q 13.

Q 14.

Q 16.

pour tout a > 0,

. a —+o0
sfls) Al < / HA(0)] dt + / )] dt.

Et on conclut de la méme fagon. Donc lim sf( ) = A, autrement dit, comme A # 0, | f(s) ~ —.
s——+o0 s—+o0 8§

On effectue le changement de variable u =t + s.

—+o0
Comme t — e ' est intégrable sur I et que A = / e tdt = 1, d’aprés la question Q 10, on en déduit que
0

+oo —t 1 +oo —t —s
es/ ¢ dt ~ = donc / ¢ dt ~ € .
S S

t s—=+oo § t s—+oco 8

—t 1
e 1
Quand t — 0, < ™3 et l'intégrale / n dt diverge donc comme ce sont des fonctions positives, d’aprés un résultat
0

1 —¢ 1
e 1
du cours, on en déduit que —dt ~ / —dt=—Ins.
s s—0 f. t

—t

s—0

+o0
e
Comme — In s tend vers +oo et g(s) = / - dt+/ - dt (on ajoute une constante), on a encore| g(s) ~ —Ins.
s 1

+oo , a—1
1
J(a) = / 1 du : on effectue le changement de variables u = e qui est bien de classe C! bijectif de I dans
0 u
lui-méme.
“+o0 t—oz “+o0 t(l—a)—l
Donc J(a):/ dtz/ ———dt=J(1 — ).
o t+1 0 t41
u 1
J(a) = / ) du : on effectue le changement de variables u = t°, lui aussi de classe C'* bijectif de I dans I.
T u
1 “+o0 1 “+oo u2n72
Avec le changement de variables u = — dans l'intégrale / dt, on a K = 2n / —F—du
t o 14t o 1+u
o0 +oo 42n—2 +o0 2n—2
1 t 14+t
DoncZK:Qn/ o d+/ 7dt,doncK=n/ ;dt.
0 14t 1+t 0 1+
122
Comme les exposants sont pairs, la fonction ¢ — Ty est paire, donc son intégrale sur | — 0o, 0] et celle sur
+oo 2n—2
141t
[0, +00[ sont les mémes, donc K = 2/ S dt.
2 ) o 1+t
P
C’est du cours de MP2I : | A = ﬂ
Q'(a)
Les racines (simples) du polynome 14 X" sont les racines 2n-émes de —1, c’est-a-dire les wy, pour k € [0,2n — 1].
1 2n—2
Donc la partie polaire associée a chaque racine est de la forme ol A\, = %
— Wk 2nwy
1
Or w2 = 1, done A = %% _ 71 LY - 2L — o) = “Loising
rwy" = —1,donc \y = = — |wk— — | = — (wg — Wg) = =—2isinb.
k ’ k —2nw—1k 2n k Wik 2n k k 2n k
2n .
-1 7sin 0y,
D F=—
onc w2 X —uwy
2n—1 . . n—1 . . 2n—1 . .
-1 1sin 0y, -1 < 1sin 0y, 1sin 0y,
pot I (e S )
n kZOX—oJk n kioX—w;C k:nX—wk
Or pour k € [n,2n — 1], wy = Wap_1—k et sinfy, = —sinby,_1_; donc en posant £ = 2n — 1 — k dans la deuxiéme

somme, on obtient

—1 [ ~— isinfy —isin 6, Y Ry isinf,  —isindy B Ry isin O (wg — W)
F=— S —
n <k§_: X — ZX—w) nkzzo X_wk+X—Fk nkz:%XQ—QXcosek—Fl




Q 17.

IV.

Q 18.

Q 19.

Q 20.

Q 21.

n—1 . . .. n—1 )
-1 isin 0 (21 sin 6y, 2 sin® 0
dOHC F = 7 = E X2

— X2 —2Xcosf +1 _Ekfo —2Xcosp+ 1
n—1 +00 2
0
Mos k=3 [ * o Jw e fz/ S S
b0 —0 Xe — 4L COSUE + %) J,Slflogkek + 1
! x — cosf teo ! !
donc K = Z [sin@k arctan (smﬁkk>} B = Z msinf, =7 Zsin@k.
k=0 T=—00 k=0 k=0
n—1 .
Pour conclure, il reste a calculer <Z sin 9k> X sin on grace a la formule de trigonométrie
n
k=0

1
sinasinb = §(cos(a —b) — cos(a + b)), on obtient une somme télescopique.

= g X (cos0 —cosm) =m, doit | K =

+oo 1 1 1 +oo 1 1
J(a) = / —dt = / —dt + / ——— dt et on effectue le changement de variable t = —
o t(t+1) o t*(t+1) o te(t+1) u

dans la deuxiéme intégrale.

n 1 (_1)n+1tn+1
Par récurrence sur n, ou plus simplement en remarquant que Z(—l gk — — (somme des termes
it 1+t 1+t
n ok 1 (_1)n+1tn+1—o¢
d’une suite génométrique de raison —t pour t € [0, 1[, donc que —1)M T = — , puis
g q p [0,1] que » (=1 BFETD T p

k=0
en intégrant sur [0, 1].
1

1tn+1—a 1 1
(— )”“/ dt </ dtg/ e = ——
0 1+t 0 0 n+2_a

tn+1 o _1\k
Donc par encadrement, lim (—1)"'Irl / dt = 0, i.e. la série de terme général # converge et sa
n—-+oo 0 1+t k +1 -«

tn+1—a
1+1¢

Pour n € N,

somme vaut j(«).

LD SR EDE DY

J (1— =
(@) = j@) +j(1 —a) Zk—Fl Zk—Fa Z k—a +Zk+a
=0 k=1 k=0
+oo
1 1 1
=— —F [ —— +2
a+;( ) <k+a k;—a) azk‘2
Soi Al k1, !
oit a € ]0,1/2]. Alors pour tout k > 1, g2 S Pl
too k—1 too
1 (—1) 1
donc J(a)_a <20¢Z k‘2—a2 <20€Zk2j
k=1 k=1 4
“+oo
d J 1| < Ma? ou M est 1 2 !
onc |aJ(a) — 1] < Ma*® ou M est la constante Zﬁ
k=1 4
., . . 1
Par conséquent, par encadrement, lim aJ(a) =1, i.e. J(a) ~ —.
a—0 a—0



