Mpi Devoir surveillé 2 - sujet CCINP-E3A

Exercice

Vrai ou faux 7 Justifiez vos réponses.
+oo
a) Si f est une fonction continue sur [1,4o00[ qui a pour limite 0 en +o0o, alors I'intégrale / f(t)dt converge.
1

b) Si une série g uy, converge, alors u, —— 0.

n—+oo
n=0

1
¢) Si f est une fonction continue sur ]0, 1] qui a pour limite 0 en 0, alors 'intégrale / f(t)dt converge.
0

1
d) Si f est une fonction continue sur ]0, 1] qui a pour limite +oo en 0, alors 'intégrale / f(t) dt diverge.
0

Probleme 1 - Calcul d'une série et d'une intégrale

“+o00
L’objectif de ce probléme est le calcul de la valeur de l'intégrale / Tri dt quand o > 1.
0

Les parties 1 et 2 sont indépendantes. La partie 3 utilise les résultats des parties 1 et 2.

I. Intégrales et séries
Dans cette partie, o désigne un réel tel que o > 1.

On note, sous réserve d’existence,

1 1 +oo 1
F(a) = dt, G(o)= dt

Q 1. Justifiez lexistence des intégrales F'(a) et G(«).

Q 2.
1
a) Pour n € N, calculez u, (o) = (—1)" / t*™ dt. Puis montrez que la série Z un (@) converge.
0 n>0
» (_1)1171
b) Montrez que la série Z ——-—— est convergente. Est-elle absolument convergente ?
a?n? —1

n=0

1 ta(n+1)
t
dt.

a) Montrez que pour tout n € N, F(a) = Zuk(a) + (=1)"*! /

1 ta(n+1)

b) Montrez que lim dt = 0. Déduisez-en 1'égalité

n—too Jo 14t2

+oo
N (D
Fla) = kZ:o ka+1

Q 4.

a) En effectuant le changement de variable v = =% et en le justifiant soigneusement, montrez I’égalité

G(a):ailF<ai1>

b) Montrez ’égalité

+00 j—1
Gle) = Z (j_al)— 1



—+o0
Q 5. Pourquoi l'intégrale / dt converge-t-elle 7 Justifiez ensuite 1’égalité
0

1+te

+o0 1 +oo (_1)k71
dt=1+2 _
/0 1+te - I; a?k? —1

II. Trigonométrie et intégrales

Q 6. Soit n € N.
a) Soit z € C— {0,1, —1}. Justifiez I’égalité

+n 22n+1 L
ZQk o 22n+1
Z B 1
k=—n zZ— —
z
b) Déduisez-en, pour x € ]0, 7], que
+n sin (M)
ik __ 2
E et = —
sin Z
k=—n 2

Q 7. Soit z € ]0,7] et n € N*. Montrez que

n . (2n+1)x
1 % Sin (72 )
3 +;cos( x) = 728111%

(2n+1)z
Q 8. Pour n € N*, montrez que J, = / 2

in &
0 2sin §

o
sin
dx converge et donnez sa valeur.

III. Calcul d’une intégrale
Dans cette partie, a désigne un réel compris strictement entre 0 et 1.
cos(az) — 1

On pose ¢ : [0, 7] — R définie de la fagon suivante :  ¢(0) =0 et six € ]0,7], o(x) =

in &
2s1n2

Q 9. Montrez que ¢ est continue sur [0, 7], puis qu’elle est de classe C* sur [0, 7].

s
Q 10. Pour n € N*, on pose I,, = / o(x) sin (m%l)z) dz. Grace a une intégration par parties que vous justifierez
0

soigneusement, montrez que I,, — 0.

n—+4oo
T
Pour n € N*, on pose v, = / cos(ax) cos(nx) dx.
0

Q 11.
—1)" asi
a) Montrez que v, = M
a’?—n
sin(7a)
2a

b) Montrez que ka = — + I, + J,.

k=1

Q 12. Montrez que la série E vy, converge et donnez la valeur de sa somme en fonction de a.
n>1

Q 13. Montrez que pour tout o > 1, I’égalité

+oo
1
| -
0 14to asin

[e3
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Exercice

a)

b)

)

1 Foo
Faux : la fonction ¢ — = est continue sur [1,4o00[ et a pour limite 0 en 400 et pourtant l'intégrale / f(t)de
1
diverge.
n
Vrai : la suite des sommes partielles (s,) = (Z uk> converge vers une limite ¢, donc la suite (s,—1),>1 converge

k=0
aussi vers £, donc (un)n>1 = (Sp — Sn—1)n>1 converge vers £ — = 0.

Vrai : on peut prolonger par continuité la fonction f en 0 en posant f(0) = 0, f devient alors continue sur le

1
segment [0, 1] et donc son intégrale / f(t)dt est parfaitement définie.
0

1 1
Faux : la fonction ¢ — —= est continue sur ]0, 1] et a pour limite +o00 en 0 et pourtant I'intégrale / f(t) dt converge.
0

Vit

Probleme 1

1
La fonction ¢ + ——— est continue sur [0, +oco[, donc en particulier sur [0, 1] : I'intégrale F'(a) est donc une
intégrale normale d’une fonction continue sur un segment.
1

1to g
fonctions positives, on en déduit que I'intégrale G(«) converge.

“+oo
Pour tout t > 1, 0 < < or a > 1, donc l'intégrale / o dt converge, donc par comparaison de

i) = 7 [ e cap [ ] 2 B

an+1 o an+1

1
La suite de terme général 1 est positive, décroissante et converge vers 0, donc d’aprés le critére spécial des
an

séries alternées, la série E up, (a) converge.

n=>0
Pour tout n € N, | D" ! M la série de Ri Ejl
our tout n e ~ ———, or la série de Riemann ——— converge
latn2 —1| T a2n?2 -1 a?n? — 1 n—+oo a2n?’ a?n? &

n>1
(puisque 'exposant de n est strictement supérieur a 1) donc par comparaison de séries a termes positifs, la série

(_1)n71

E 21 est absolument convergente, donc convergente.
a’n? —

n=0

n 1 n 1 1— (_ta)n+1
Z up(a) = / Z(—t“)k dt = / W dt (somme des premiers termes d’une suite géométrique de raison
k=0 0 k=0 0 N

differente de 1). -

n 1 1 1 1
1 —te)ntl —1)ntlga(n+l) a(n+1)
Donczuk(a>:/ ﬁdt—/ %dt:F(a)—/ ()—adt:F(a)—(—l)”“/ —dt
— o 1+t o 1+t 0 1+t o 1+t

1 to(n+1)

1+t

Donc F(a) = ];)uk(a) + (71)n+1/0

Plusieurs fagons de faire : la plus simple est un encadrement.
ta(n+1) ) 1 to(n+1) 1 ) 1
Pour tout ¢ € [0,1], 0 < < ) done 0 < / ——dt < / A I | S —
14t 0o 1+t 0 (n+1a+1
1 toz(n-i—l)
D’aprés le th. d’encadrement, lim dt = 0.

n—+oo Jo 14+ t¢

1

t(x(n—i—l)

Donc lim (—1)"*! / ———— dt = 0 (produit d’une suite bornée par une suite convergeant vers 0).
n—-oo o l1+4+1to



On sait aussi que la série E un () converge, autrement dit ses sommes partielles convergent vers la somme de la
n=0

série, donc par passage a la limite dans 1’égalité Q 3a, on en déduit que F(a Z up (o ra 1
e
=0

Q 4.

a) Comme 1—a < 0, la fonction ¢ — ¢!~ est de classe C* sur [1, 4+-00], strictement décroissante et réalise une bijection
de [1, +oo] dans ]0, 1], donc d’apres le th. de changement de variables dans les intégrales généralisées, on a en posant

1
w=t"° donct=u1 a et dt = ul—a tduy

0
1 1 .
G(a):/ & X uT=a " du
1 14qyl-a l-a

1 _a
1 11—«
= / Y +— du
a=1Jo 14 y1a

1 ! 1
= 1/ — du
T |
1 ! 1
e / a du
a—1Jo wo—1 +1

i (55)
a—1 a—1

+oo Nk
b) D’apres la question Q 3, F(a) = Z k(:a _: 1 et donc en remplagant a par %5 (qui est aussi strictement plus grand
=0
+oo k +oo k 400 1
: a (1) (-1) 1)~
1 Fl—/— )= """ _—@-ny — 2L
que 1), on a aussi (a—l) 2 4 (o )Z(k—i—l)a—l Z::ja—l
+oo i
1 @ (—1)7-1
D G = F = -—_—
one Gl = 1 (25) =S
1 1 1400
Q 5. Les intégrales / dt et / dt convergent, donc par définition, comme ¢ — est continue sur
, L+to A a7 1+ to
“+o00 1 1 1 1400 1
0 I'intégral dt dt=F G(a).
[0, +o0], 1negme/0 R /0 T +/1 T (@) +G()
Donc
+00 j +oo (_1)j—1
/0 1+t o dt= Z ; joa—1
STUS e S
por Jo+1 = Joo—1
1
=1
+ Z (ja +1 jo— 1)
=2
=1+ Z(—Wm
j=1
400 i—1
(-1)/
=1+ ZZ 1
Jj=1
1I.
Q 6.
+n +n +n +2n ) 1 . (22)2n+1
Z 22k = 72m Z Z2kF2n — ,=2n Z (22)ktn = p=2n 2(22)j = 272”172 (somme des premiers
—z
k=—n k=—n k=—n Jj=0

termes d’une suite géométrique de raison z? # 1)



1 2n+2 1 2n+1 2011 1
— —z —z z -
- 22n+1 - 22n+1
donc Z 22 1 — = T = i
k=—n - —z z— -
z 'z
b) On utilise le résultat de la question Q 6 a en posant z = e'r/? (remarque : comme x € ]0, 7], on a bien z différent
de 0, 1 et —1).
Alors
. 1
ix/2\2n+1 _
+n (6 ) %, n
Z ok _ (eiw/2)2n+1
ix/2 1
k=—n € - eia:/2
_ ei(2n+1)£2’ _ efi(2n+1)%
B ei% — e"%
~ 2isin((2n+1)3)
2isin(3)
. (2n+1)x
B sin (72 )
sin 5
Q 7. On utilise le résultat de la question Q 6 b :
Alors
+n . -1 ) +n )
Z ezkx _ Z ezk:r +14 Zezkx
k=—n k=—n k=1
+n ) +n )
=1+ Z ez(fk)z + Z ezkz
=1+ Z 7zkw zkz
+n
=1+ Z 2 cos(kx)
k=1
. & 1 N sin (7(27142-1)1)
Donc 5 +ZCOS(}€$) = § Z e = W
k=1 k=—n
sin (2n+1)z

Q 8. La fonction x — ————
2s8in §
2n+1

. Donc lintégrale J,, converge (fausse singularité en 0).

n

™ sin(kz) 1"
D’aprés Q 7, J, = § (kx) |de= [ =d § (k) 5 E =
aprés Q /0 ( + COS T > xr = /0 x + / cos x 2 + 1 [ L_O

ST

III.

Q 9. Sur ]0,7], ¢ est le quotient de deux fonctions de classe C'* donc elle est de classe C*.

2 2
—(ax a
On peut noter que ¢ est continue en 0, car cos(az) —1 ~ (az) et 2sin § ~ x donc p(x) ~ ——u.

z—0 z—0 z—0 2

1 (—asin(ax))sin § — (cos(azx) — 1) cos 5'

Enfin, pour tout = € |0, 7], ¢'(x) = = -
2 (sin §)2

Gréace a quelques d.l. en 0 & 'ordre 2, on peut calculez lir% o' (z) :
r—

2.2
sin(az) = az + o(2?), sin £ = £ + o(z?) donc (—asin(az))sin £ = a2z + o(x”)
2.2 2 2.9
cos(az) — 1 = a2:13 +o0(z?), cos L =1— % + o(z?) donc (cos(ax) — 1)2 cos § = % + o(z?)
, . . 1 a® , 2
donc le numérateur (—asin(ax))sin § — (cos(ax) — 1)5 cos § a pour d.L 7 + o(z*)

est continue sur )0, 7] et est prolongeable par continuité en 0 en lui donnant la valeur



Q 10.

Q 11.

Q 12.

Q 13.

2 2
x a
or le dénominateur (sin £)? est équivalent & T donc le quotient ¢’(z) a pour limite —— quand x — 0.

On résume : @ est continue sur le segment [0, 7], est de classe C' sur |0, 7] et sa dérivée posséde une limite réelle
en 0, donc d’aprés le th. de limite de la dérivée (= th. de prolongement C'), ¢ est de classe C* sur [0, 7].

Tout ¢a, c’est du programme de Premiére Année!

™ U 2
I, = . (2n+1)x do = / ’ d t _ (@2n+1)z )
/0 o(z) sin (72 ) x ; p(z)yY' (x) de en posant ¥ (x) o 1% (72 )

D’aprés la question précédente, ¢ est de classe C'* sur (0, 7], tout comme v : on peut donc intégrer par parties.

L= e - [ @ =2 [ eos (2407) g

=0 2n + 1
2 i 2 4 K
Donc par inégalité triangulaire, |I,,| < ] /0 |’ ()] ‘COS (M) ‘ dz 2n " / ¢ ()| do = Sy ol
K est une constante indépendante de n.
Par encadrement, on en déduit que I, — 0.
n—-+oo
1
cos(azx) cos(nzx) = 3 (cos((a +mn)x) + cos((a —n)z)) donc comme a+n # 0 et a—n #0,
1 [sin((a + n)x) n sin((a —n)z]" 1 (sin((a + n)m) n sin((a — n)m
’Un = - = -
2 a+n a—n w0 2 a+n a—n
17 /s . 1) asi
or sin(t + nw) = sin(t — nw) = (—1)" sint donc v, = (=1)" (sin(ra) + sin(ma) = (=1) asm(wa).
2 a+n a—n a? —n?
n ™ n 7 sin (7(2”;1)”:) 1
Z v = / cos(ax) Z cos(kx)dx = / cos(ax) | —=———— — £ | do d’aprés la partie précédente.
1 0 1 0 2sin 5 2

Sln((2n+1) ) 1 (™
Donc ka / cos(ax) dz — 5/0 cos(ax) dx

28111 2
. (2n+1)x (2n+1
”( (az) l)sm (T) s ™ sm( 1 [sin(ax) L4y sin(wa)
= cos(ar) — 1)———=dx - = = —
0 2sin 3 0 2sin 5 2 neon 2a
On sait que I, —— 0 et que J, = — donc ka T sm(wa)'
n—+oo P notoo 2 2a
= 7w  sin(ma)
Autrement dit la série Z vy, converge et Z v, = 5 T og
n>=1 n=1
) 1 - , .
Soit @ > 1, on pose a = — € ]0,1] : on peut donc utiliser les résultats précédents.
«
+oo (T “+oo nl g /m +oo T
asin( = —1)" =sin(% —1)" asin( =
Zvn:gi#: %doncism(g)z%:gi 2(a)
n=1 n=1 (a) -n n=1 (E) -n
“+o0 )
(=™ m  asin( T 1
d z —_— == - d - —.
one asin(g )nzl 1—a2n2 2 one Z a2n2 17 2a sin(%) 2
+o0 +oo n—1
1 (-1)
0] dt =142
YA 1+to * 2222 1
Donc

+oo 1
/ m1+2(?1T1>”ﬂ
o l+to 2asin(%) 2 asin(Z)



