Sommes de familles finies

Dans ce chapitre, E =R ou C

1 Sommes finies

KProposition 1. Soit n € N*, z1,...,Zn,Y1,.--,Yn 2n éléments de E, \ un scalaire. R
Alors

— pour tout (p,q) € [1, n]] tel que p < q,ka—Zxk—i- Z B £

k q+1

— pour toute bijection ¢ de [1,n] dans lui-méme, Zxk = Zzw(k) ;

— pour tout p € [1,n], Z(xk + k) = ka + Zyk et Z(Amk) = )\Zxk s
k=p k=p k=p k=p k=p
n n
— si pour tout k € [1,n], zr < yx, alors Zxk < Zyk.
k= =
\ ? i J
Démonstration.

— On pose #(n) la proposition

«V(x1,...,2,) € E" V(p,q)e[[l,n}]2 qﬁz:ckfzxk+ Z Ty ».

k=q+1

Sin =1, alors pour tout (p,q) € [[1,n]]2, p=¢=1donc Zwk =x1+0= Zxk + Z xy, donc (1)
k=p k=p k=q+1
est vraie.

Si 2(n) est vraie, alors soit (1, ..., %ns1) € B et (p,q) € [1,n+ 1]° tel que p < g :

n+1 n
e si ¢ < n, alors par définition, Z T = Z Tk + pt1, done d’aprés 'hypothése de récurrence,
k=p k=p
n+1 n+1
Zxk —Zxﬁ > et —Zﬂw > w
k=q+1 k=q+1
n+1 n+1
e siqg=n+1, alors Zxk72$k+072$k+ Z Tk.
k=q+1
n+1 q n+1
Dans les deux cas, on a montré Z T = Z T + Z xk. Autrement dit Z(n + 1) est vraie.
k=p k=p k=q+1

D’apreés le principe de récurrence, pour tout n € N*, &(n) est vraie.

— on pose 2(n) le prédicat
,J?n)GEn Zxk:va(k) »
k= k=1

2(1) est vraie, car la seule bijection de [1,1] dans lui-méme est lapplication 1+ 1.

« pour toute bijection ¢ de [1,n] dans lui-méme, V(zq,...

Si 2(n) est vraie, alors soit (z1,...,7,41) € E"T! et ¢ une bijection ¢ de [1,n + 1] dans lui-méme :
esipn+l)=n+1, alors  induit une bijection de [1,n] dans lui-méme, donc d’aprés ’hypothése de
n+1 n n+1
récurrence, Zxk = Za:@(k donc Z Top(k) = me (k) T To(n+1) Za:k + Tpgp1 = Z Tk ;
k=1

e si ap(n—i—l) m;«én—l—l alors
on pose ¥ = (m,n + 1) o ¢ (composée d’une transposition avec ) et a = ¢~ ' (n + 1),

dans ce cas, ¥(n+ 1) =n+ 1, ¥(a) = m et pour tout k € [1,n+ 1] — {a,n + 1}, ¥ (k) = ¢(k), donc

n+1 n+1
d’apreés le cas précédent, Z Ty = Z Ty (k), donc en utilisant le résultat précédent,
k=1 k=1




n+1

Z T = Z$¢(k + Ty(a) + Z Typ(k) T Ty(nt1) = Z%(k) + x,, + Z Top(k) + Tngl

k=a+1 k=a+1
= Z To(k) T To(nt1) + Z To(k) + Tp(a) = Z Lo(k)
k=1 k=a+1 k=1
n+1 n+1
Dans les deux cas, on a montré Z Tp(k) = Z x. Autrement dit 2(n + 1) est vraie.
k=1 k=1

D’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N*, 2(n) est vraie.
n

— on pose Z(n) le prédicat «V(x1,..., 20, y1,.-.,yn) € B*" Vp € [1,n] Z Tk +yk) Z x;ﬁ—Z Yk .

k=p
1 1 1
(1) est vraie, car Z(mk +yp) =11ty = Zxk + Zyk.
k=1
Si Z(n) est vraie, alors soit p € [1,n + 1],
n+1 n n n
e si p < n, alors Z(wk +y) = Z(«Tk +yk) + (Tng1 + Yng1) = Zwk + Zyk + Tpg1 + Ynp1 =
k= p k=p k=p k=p
n+1 n+1
Zﬁﬁk + Tpt1 + Zyk t Ynt1 = Zﬂﬁk + Zyk
e si p =n+1, alors on conclut dlrectement comme dans le casn =1
n+1 n+1 n+1
Dans les deux cas, on a montré Z(xk +y) = Z Tk + Z yg. Autrement dit Z(n + 1) est vraie.
k=p k=p k=p

D’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N*, Z(n) est vraie.
— Les derniers points se démontrent de méme par récuurence.

[ )
Proposition 2. Soit I un ensemble fini et non vide d’indices, n son cardinal. Soit f,g deux bijections de
[1,n] dans I (des énumérations de I).
n n
Alors pour toute famille (x;);c; d’éléments de E, Zl”f(k) = ng(k)-
k=1 =
Démonstration. Soit I un ensemble fini et non vide d’indices, n son cardinal, f, g deux énumérations de I
et (x;)ier une famille d’éléments de E.
Alors g7t o f est une bijection de [1,n] dans lui-méme, donc d’aprés la proposition 1,
n
> Tyte) = Z%@—lof Zwm
k=1
[ ]

Autrement dit, quel que soit 'ordre dans lequel on numeérote les éléments de la famille (z;);c; puis en les
additionnant dans cet ordre, on obtient toujours la méme somme.

Définition. Si I est un ensemble fini d’indices et (x;);ec; une famille d’éléments de E, alors on pose Z T;
iel
n
la valeur d’'une somme Z Tf(k), ot f est une quelconque bijection de [1,n] dans I.
k=1

n
Cette définition est cohérente, puisque la valeur de la somme Za: #(k) ne dépend pas du choix de f d’aprés
k=1
le proposition précédente. Autrement dit, il est inutile de connaitre I’énumération choisie pour additionner les
éléments de la famille, on peut considérer cette somme comme une somme « en vrac » de tous les éléments.

1.1 Propriétés



\

KProposition 3. Soit I un ensemble fini d’indices et (x;)icr, (yi)ics deux familles d’éléments de E, A un\
scalaire.

Alors

— pour toute bijection f d’un ensemble J dans I, sz = wa(j) (changement de variable, d’indice
i€l jed
dans une somme) ;
— pour toute bijection f de I dans lui-méme, in = fo(i) (propriété de commutativité) ;
il il
— pour tout couple (J, J') de parties de I disjointes et de réunion I, Z g8y = Z x; + Z x; (propriété
il ieJ icJ’
d’associativité) ;

plus généralement, pour toute partition (Iy)rex de lensemble I, Zl‘l = Z (Z xl> ;
il keK \i€lj

— st J C I et pour tout i € I, x; est un réel positif, alors in < sz ;

icJ icl
EDSCRITED DD D DIEE) pF
iel iel el iel el
— st pour tout i € I, x; < y;, alors sz £ Zyl
el el J

Démonstration. On appelle n le cardinal de I.
— Soit f une bijection de J dans I. On choisit une énumération 1) de J. Alors f o1 est une énumération

de I.

Alors par définition, Zml fo‘”/’(k) et fo Z:I:j W(k)), donc Zml fo(j)

el jedJ el jedJ
Cas particulier I = J du pomt precedent.

Soit (J, J') un couple de parties de I disjointes et de réunion I. On note ¢ le cardinal de J, de sorte que
n — q est le cardinal de J’.

On choisit une énumération ¢ de J et une énumération ¢ de J, alors I’application
6: [1,n]
k
k
est une énumération de I.

q n q n—q
Donc Zfﬂz er er(kﬁ Z To(k) = Z%(k)ﬂ‘ Z Ty (k—q) =Z%(k>+zxw<k> =
k=1 k=1

el k=q+1 k=1 k=q+1
icJ icJ’
Puis si (I )rex est une partition de I’ensemble I, ’ensemble K est fini donc par récurrence sur le cardinal

b de K, on montre Z T; = Z (Z xl> en utilisant le cas b = 2 démontré précédemment (il suffit de
iel keK \icly
choisir un élément a de K, poser J = I, et J' = I_I I, et remarquer que la famille (Ik)ker{a} est
ke K—{a}
une partition de 'ensemble J' et que le cardinal de K — {a} est b — 1)

— Démonstrations immédiates des deux derniers points en utilisant une énumération de 1.



