1 Démonstration du th. de sommation par paquets dans le cas des
familles de réels positifs

Théoréme 1. Soit (x;);cr une famille de réels positifs.

Si I est partitionné en une famille (I,),cp de parties (i.e. deuz o deux disjointes et de réunion I), alors

> (Sa)-Xa

peEP \i€l, il

Démonstration. On note S = le € Ry U {+oo}.
icl
On remarque que par simple distributivité de ’intersection pour la réunion, pour toute partie J de I,

J=JnI=Jn|(|]|L]|=|]Jn
peP peP

On commence par le cas ou P est un ensemble fini {p1,...,p,} et on note P, = I, pour alléger les notations.
n

On note aussi S = Z x;. L’objectif est donc de montrer que S = Z Sk
i€ Py k=1
n
Soit J C¢ 1l :J = |_| J N Py (réunion finie d’ensembles finis), donc d’aprés la proposition 3 du cours,
k=1

n

dom=> ) m

ieJ k=1i€JNP;
De plus, d’aprés la prop. 8 du cours, pour tout &k € [1,n], comme J N P, C Py,
S <Y a-s,
i€JNP; iE€P,

Donc
n

Z%‘:i Z x; < Sk

ieJ k=1i€JNP; k=1

Ceci est vrai pour toute partie J Cy I, donc ceci prouve que S < Z Sk
k=1

n

n
Réciproquement, soit Ji,...,J, des parties finies de Py,..., P, respectivement. On pose alors J = |_| /A

k=1
c’est une réunion finie de parties finies (2 & 2 disjointes) de I donc J Cj I.

Donc d’aprés la proposition 3 du cours,
n
S Y e =Ywes
k=1ieJy icJ
donc

Sucs-y Y

icJy k=2icJy

ceci est vrai pour toute partie J; Cy P, donc

ZxI:SlgS—iZL

ieP; k=2i€J)
Puis on a de méme en isolant E T;
1€J2

n

Z$i<5—51—zzxi

i€ Ja k=31icJy



et le méme raisonnement prouve que
n
Se=s<sos -y Yn
i€ P k=3 ieJy
Et on réitére (autrement dit par récurrence finie) : si pour £ € [1,n], on a
D @S- Z S Y %
i€Jy k=041 i€}
alors comme ceci est vrai pour toute partie finie de Py, on en déduit

ERICED I

k=0+1i€Jy

donc en isolant g T;

i€Jpq1
> m<s- sz DS
iEJ[+1 k=042 i€y
n
Finalament, on obtient donc S, < § — 8y — S5 —... — 8,1, donc » 5, < S
k=1

La double inégalité montre donc que S = Z Sk
k=1

Maintenant que 'on sait que le th. de sommation par paquets est valide dans le cas ou P est un ensemble
fini, on démontre le cas ot P est infini.

Soit @ C¢ P. La famille (I,),cq est alors une partition finie de I = |_| I,. On peut donc appliquer ce qu’on

peQ
vient de prouver.

I I

peEQicl, iclg
Or Ig C I, donc d’apreés la prop. 8
S Y nes
pEQ i,

Ceci est donc vrai pour toute partie finie Q de P, ce qui prouve par définition de la somme d’une famille de

réels positifs que
S Yacs
pEPi€l,

Récirpoquement, soit J Cy I. Ona J = |_| J N 1I,, or J est finie, donc dans cette réunion disjointe, toutes
peP

les parties J N I, sont vides, sauf pour un nombre fini d’entre elles (il y en a au plus card J) : on les note

JNI,,...,JNI, etonpose@={p1,...,pn}, partie finie de P.

Alors J = |_| JNI, = |_| J N I, (réunion finie d’ensembles finis) donc le = Z Z x; (prop. 3).
k=1 peQ ieJ k=1icJNI,,

dom=), D, wm<) ) m<) ) om

i€J pEQ iceJNI, peEQ i€l peEP i€,

Donc

On a donc la double inégalité, ce qui prouve
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peEPicI,



2 Démonstration du th. de sommation par paquets dans le cas des
familles sommables de nombres réels

La démonstration est sensiblement plus compliquée. Elle est découpée en résultats indépendants qui seront
assemblés dans la preuve finale

2.1 Un cas particulier

On commence d’abord par prouver une version faible du th. de sommation par paquets.

Lemme 1. Soit (7;);c; une famille sommable de nombres réels. Soit K une partie de I, on note K le complé-
mentaire de K dans I.

Alors les familles (v;)ick et (v;);,c sont sommables et Z:cl = Z T + Z ;.
el e K ieK

Démonstration. Soit J C; K, alors J Cy I, donc Z |z < Z |z;| < 400, donc la famille (x;);cx est
Q€K i€l
sommable. De méme, en échangeant les roles de K et K, la famille (z;); % est sommable.
La famille (z;);cs est une famille de réels, alors Z x; = fo - Zx; est la différence de deux sommes de
i€l i€l i€l
familles de réels positifs, donc sur lesquelles on peut appliquer le th. de sommation par paquets.

Donc sz:Z:chLij et Zz::Zz:+Zx:

i€l €K icK i€l €K €K
— + - + - _
Doncga:i—gxi—gxi—i—gxi—gxi—gxi—i-gxi.
el €K €K icK icK €K icK

On en déduit la version « finie » du th. de sommation par paquets.

Lemme 2. Soit (x;);c; une famille sommable de nombres réels, n € N* et (Ky,...,K,) une partition de I.

n

Alors pour tout p € [1,n], les familles (x;)ick, sont sommables et le = Z Z z;.
il p=1icK,

n—1
Démonstration. Par récurrence sur n en utilisant le lemme 1 et le fait que I = <|_| K,,) U K,.
p=1

Autrement, si on partage I en une quantité finie de sous-parties, alors le th. de sommation par paquets est vrai.

2.2 Caractérisation équivalente de la sommabilité : cas des familles de réels

Théoréme 2. Soit (x;);c; une famille de nombres réels.

Les propositions suivantes sont équivalentes :
— (®;)ic1 est sommable

— 3seR Ve>0 IFC;I VGc;I FCG=

E Xr; — S

i€G

<e

Démonstration. On suppose que la famille de réels (x;);c; est sommable, ce qui signifie que les familles

de réels positifs (v );es et (z; )icr sont sommables. On pose s* = sz et s7 = in, de sorte que
i€l i€l

Zmi:gﬁ—s* etZ|xi|:s+—|—s*.

i€l il
Soit £ > 0. Par définition de s™ et s~ (bornes supérieures .. .), il existe deux parties finies J, et J_ de I telles
ques+—5< ijgst et s —e < Zw; <s7.0npose FF=J, UJ_;
i€Jy i€Jy
Comme les nombres " et x; sont positifs, alors > 27 <> af <stet > 27 <Y a; <s™.
icdy i€F icd_ i€F



Onadoncs+—£<2xj<s+ets‘—aéin_gs_

icF ieF
Soit maintenant G Cy I tel que F C G, alors de méme, ij < me <stet Zm; < Zm; <s™.
icF ieG icF ieG
Donc s+—5<2xi+ < sT et s_—5<Z;E; <s™.
ieG ieG
Donc st — s~ —e < ij — Zw; <st — 57 +¢, cest-a-dire s — e < sz <s+e.
icG ieq ie@

On a donc démontré le sens direct de I’équivalence.

Réciproquement, on suppose 3sc R Ve >0 JF CyI VG CyI FCG= sz —s| <e.
i€G
Avec € = 42, on a une partie F' Cy I telle que pour toute partie G C¢ I, si F' C G, alors in — 5| < 42.
i€G
Soit G Cy I. G U F est donc une partie finie de I qui contient F' donc Z r; — s| < 42.
i€eGUF
Or Z T; = Z x; + Z z;. Donc par inégalité triangulaire,
i€eGUF i€G iEF—G
S| =| X s ¥ ate
ieG iEGUF i€F—G
<| X a0 e
i€EGUF i€eF-G
<42+ D fal + s
i€F—G
<424 ) il + s
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Donc en posant M =42 + Z |z;| + |s| (qui est une constante), on a donc montré que
i€F
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pour toute partie G Cy I,

Maintenant, soit G Cy I. Onnote Gy ={i € G / #; > 0} et G_ = {i € I / x; < 0}. D’aprés ce qui précede,

ingM et ZmigM

ieG i€G_

Or in = Zmiet Zmi :—in,doncz:ﬁr: ZwigMeth;:—ingM,

e en i€G_ i€G_ i€G i€G ic€G i€G
donc Z |z;| = Zx:r +Za:i_ < 2M.
i€G i€Q ic€Q
On a montré : IM' >0 VG Cs I Z |2;] < M, c’est-a-dire (z;);cr est sommable.
ieq



2.3 Le théoréme de sommation par paquets

Théoréme 3. Soit (x;);er une famille sommable de nombres réels.

Si I est partitionné en une famille (Ip),cp de parties (i.e. deux a deux disjointes et de réunion I),

alors la famille Z T; est sommable et Z Z z; | = sz

€1, peP peEP \i€l, el

Démonstration. La famille (x;);c; est sommable donc Z || < +o0.
iel
Pour tout p € P, I, C I donc Z || < Z |zs| < 400, donc la sous-famille (z;);c, est sommable et sa
i€l iel
somme vérifie 'inégalité triangulaire :

Zﬂfi < Z|$z|

iel, icl,

D’aprés le th. de sommation par paquets sur les familles positives

SN ml =D Jal

pePicl, iel

Donc d’aprés la prop. 8 du cours,

)21 STARD 3) SIS

pEP |i€l, pEP €I,

La famille Z T; est donc sommable.
i€l pEP
Il reste & prouver I’égalité des sommes. On suppose qu’aucune partie I, n’est vide (les parties vides donnent

des sommes nulles, donc ne servent a rien dans la partition de I : on peut les supprimer sans rien changer).

On note s = Zx, et s’ = Z Z x; |, ainsi que S = Z ||, qui est aussi égal & Z Z |x;| | d’apres

iel peP \i€l, iel peP \i€l,
le théoréme 1.

Comme I = |_| I, alors pour tout i € I, il existe un unique 7 (i) € P tel que i € I(;. On définit ainsi une

peEP
application surjective 7w : I — P

Soit G Cy I. Alors 7(G) = {n(i) / i € G} est image d’un ensemble fini par une application, c’est donc

lui-méme un ensemble fini. Puis on pose H = |_| Ip,, de sorte que G C H et Z x; = Z Z r; d’aprés
pen(G) i€H pen(G)i€l,
le lemme 2 (7(G) est un ensemble fini).

D’aprés le lemme 1,
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icH i€G
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i€eH-G

< Y Jal =Y Jal =Y Jwil <5 =Y ] (1)

i€H-G i€H i€G icG

Soit € > 0. D’aprés le théoréme 2 utilisé 3 fois,

il existe A Cy P tel que pour tout B tel que A C B Cy P, z Z z; —§'| <e.
peBicl,

A étant une partie finie de P et 7 étant surjective, on peut choisir pour chaque élément de A un seul de ces
antécédents : on construit ainsi une partie finie J de I telle que A = 7(.J).

Alors pour toute partie G de I telle que J C G Cy I, n(J) = A C n(G) Cy P, donc Z Z z; —s| <e.
pen(G)i€l,



> x-S
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:S—Z|mi|<5.
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De méme, il existe F' C¢ I tel que pour tout G tel que F C G Cy 1,

Donc d’apres 'inégalité (1), pour tout G tel que F' C G Cy I, Z Z T;— ZIZ <e.

pen(G)i€l, icG
Et enfin, il existe K Cy I tel que pour tout G tel que K C G Cy I, sz —s|e.
ieG

On pose alors G = J U F U K : c’est une partie finie de I qui contient J, F' et K donc elle vérifie les trois
inégalités précédentes :
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Donc par inégalité triangulaire, on obtient
|s —'| < 3e

On a donc montré : Ve > 0 |s — s'| < 3¢, donc s = 5.

3 Démonstration du th. de sommation par paquets dans le cas des
familles sommables de nombres complexes

Pour ne pas mélanger les notations, on note w une racine carrée de —1 (w désigne ici le complexe i habituel).

Si (2;)ier est une famille sommable de nombres complexes, on rappelle que Z x; = Z Re(z;) + w Zlm(xi),
icl iel iel

11 suffit de travailler séparément sur les parties réelle et imaginaire et d’utiliser deux fois le résultat sur les réels

ainsi que la linéarité du symbole Z



