Mpi TD Intégrales généralisées

Probléme 1 - Calculs d’'intégrales

I. Intégrale de Gauss
L’intégrale de Gauss est l'intégrale généralisée / et dt.
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On rappelle un résultat a propos des intégrales de Wallis : en notant W,, = / (cos®)"df, on a W,, ~ —.
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Q 1. Justifiez que l'intégrale / e~ dt est convergente.
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Q 2. Montrez que : Vn € N*, Vt € [0,/n], (1—) <et <<1+> .
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Q 3. Soit n € N*. A ’aide du changement de variable t = v/n sin 6, exprimez l'intégrale / (1 — n) dt en fonction
0
d’une intégrale de Wallis.
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Q 4. Avec le changement de variables t = v/ntan6, établissez que Vn € N*, / (1 + ) dt < v/n Wap_s.
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Déduisez-en que Vn € N*,  /n Wa, 11 < / et dt < /n Wap_o.
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Q 5. Déterminez enfin la valeur de 'intégrale de Gauss.

II. Des intégrales avec des logarithmes
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Pour n € N, on pose u,, = / t"Intdt et v, = / t" dt.
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Q 6.
. . . -1
a) Justifiez 'existence de u, et v,, puis montrez que u, = —————.
(n+1)?
b) Montrez que |v,| < —u,, déduisez-en la limite de v,, quand n tend vers +oc.
Q7.
n
a) Montrez que la série Z(fl)”un converge, puis que Z(fl)kuk =g+ (=1)"vp41.
n>0 k=0
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b) On rappelle que kz_l =i % Montrez que vg = —%.
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Q 8. Montrez que l'intégrale / % dt converge et donnez sa valeur grace & ce qui précéde.
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Probléeme 2 - Des inégalités entre intégrales

I.
Soit f : [0,1] — R de classe C" telle que f(0) = f(1) = 0.

1 1 2
Q 1. Montrez existence des intégrales suivantes et justifiez I’égalité / f(@)f (x) cotan(wx) dz = g fgg(c)) dzx.
0 0 S (7mx

Q 2. Déduisez-en /1 I / f? = / x) —7f( )cotan(ﬂ'x))de.
0
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Q 3. Concluez : / f? > f2. Dans quel cas y-a-t-il égalité?
0 0

II.
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Soit f: R, — R de classe C? telle que f(0) = 0 et l'intégrale / f"? converge.
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Q 4.
a) Montrez que g est prolongeable par continuité en 0.
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b) Justifiez que g est de classe C? sur |0, +-00] et montrez que pour tout = > 0, f'(x)* = zg'(x)*+g(z)g'(z) +

dx sont convergentes et que la fonction g* a une limite

(M)Q dz < 4/+°° ()2 da.
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Q 5. Montrez que les intégrales / 2dx /
0

réelle en +oo.
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Q 6. Montrez que cette limite est nulle et déduisez-en l'inégalité /
0

Q 7. Etudiez le cas d’égalité.
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Soit f : R — R de classe C? telle que les intégrales / f? et / f"? convergent.
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b 2 b b
On rappelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz : si u, v sont deux fonctions continues sur [a, b], alors / uv | < / u?x / v?
a a a

Q 8.
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a) Montrez que 'intégrale / f.f" est absolument convergente.
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b b
b) Pour (a,b) € R?, donnez une relation entre / 1 et / f.r.
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Q 9. On suppose que l'intégrale / £ diverge.
0

a) Montrez que f(x)f'(x) PR +00. Déduisez-en que f(x)? —— +o0.
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0
b) Est-ce possible ? Que pensez-vous de la nature de 'intégrale / 27
—o0

Q 10.

a) Montrez que la fonction f.f’ a des limites réelles en +co et en —oco, puis que ces limites sont nulles.

+o00 2 +o0 +o0
b) Justifiez finalement 'inégalité </ f’z) </ f? ></ 2.
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Q 11. Etudiez le cas d’égalité dans I'inégalité précédente.
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Corrigé

Probléme 1

Probléme 2

la fonction = — f(z)f’(x) cotan(mx) est continue sur ]0, 1[.

Quand x — 0, cotan(nz) = :?jé:i)) ~ % donc f(z)f'(x) cotan(rx) ~ f<mgz : (J)”(O) X f’7(rx) = f/f)Q jon a
une fausse singularité en 0.
Quand x — 1, cotan(mx) = Zij((:j;)) ~ W(li_l p donc f(z) f'(z) cotan(nz) ) f(m:z : {(1) X 7f7;(x) — 7f;r(1)2 :

on a aussi une fausse singularité en 1.

1
Donc l’intégrale/ f(x)f'(z) cotan(mz) dz converge.
0

1
Par intégration par parties, sous réserve de validité, on a : / f(x)f'(z) cotan(rz) dz = {
0

' f(@)? —
/0 2 sin?(7x) de.

Or le crochet de variations converge, car

cotan(rz) ~ f(z) — f(0) « f(@)

z—0 x—0 2w x—0

0 et de méme quand x tend

f(z)®
2 1
vers 1. Donc ceci justifie la validité de P'intégration par parties. De plus, on obtient / f(x)f'(z) cotan(nz) dz =
0
1 2 1 2
/ f(;) X " dz = T f(@) dz.
0

sin?(7x) 2 Jo sin®(wz)

1 2
Simple développement de 'intégrale / ( f(x) — mf(x) cotan(n’x)) dx et utilisation de la question précédente.
0

2
Comme la fonction z — (f’(:z) —7f(z) cotan(ﬂx)) est positive sur ]0, 1], son intégrale est positive donc d’aprés

1 1
la question précédente, / f? - 7r2/ f2=o.
0 0

2
Il y a égalité dans cette inégalité si et s.si / (f’(x) —7f(z) cotan(mc)) dz = 0 : or il s’agit de l'intégrale d’une
0



I11.
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fonction continue sur ]0, 1] et positive, donc d’aprés le th. de stricte positivité de 'intégrale, 'égalité est équivalente
2
a la nullité de la fonction z — (f'(m) —7f(x) cotan(mc)) )

c’est-a-dire si f est solution de ’équation différentielle 4’ — 7 cotan(mx)y = 0, qui a pour solutions les fonctions de
la forme x — Asin(7x), ot A est un réel.

1 1
Réciproquement, ces fonctions vérifient bien les hypothéses de cette partie et 1’égalité / f?=n? / 12
0 0

g(z) = ( ) X VT = f( ) f( ) X T — f/(0) x 0 = 0 : on peut prolonger g par continuité en 0 en posant

g(0) =0."
g est une quotient de deux fonctions de classe C? sur |0, +oo[ donc elle I'est aussi (th. d’opérations sur les fonctions
de classe C?). La suite s’obtient par dérivation de I'égalitée f(z) = /z x g(z) et passage au carré.

1 2
D’abord, on remarque que les fonctions z +— 4—9(:0)2 = fil“g , z— zg'(2)? et 2 — g(x)g'(x) sont continues sur
x x
b
10, +o0o[ donc on peut parler des intégrales de la forme ...da.

a

b b b b
1
Soit 0 < a <1< b, alors / f(x)*dx = / rg (z)? dx +/ g(z)g'(z)dz —l—/ 4—9(:10)2 dz
X
a a a a

X b b 2
:/0 xg’(w)de+/a g(x)g'(x) do + fizg d

a

=beg’(x)2dm+i/bf;€)2dx+ {g(;)Z]i_a—/ )2 dz + < / f@r ()2 —@.

Or f"? est une fonction positive et intégrable sur [0, +oc[, donc / f? < / f? = K, donc on a montré que
0

2 2
pourtout0<a<1<b/ V2 de + = /f () gg(g) + K.

g(a)?
2

Or g est continue sur le segment [0, 1], donc il existe L € R tel que pour tout a €]0, 1], < L, donc pour tout

]
b b 2 2
1 b
O<a<1<b,/ :cg’(x)de+Z/ f(ﬁ) dx+g(2) <K+ L.
a a x

b
Comme il s’agit d’une somme de trois réels positifs, on en déduit que pour tout 0 < a < 1 < b, / avg'(gc)2 de < K+L

b f(z)? '
a«:Q

A(K + L).

f)y

2 sont positives, on en déduit que les intégrales

D’aprés le cours, comme les fonctions = — ¢'(2)? et z —

i S )
/ zg (z)? d, / dz sont convergentes. En faisant tendre a vers 0, on obtient aussi : pour tout b > 1,
x?

/ f'(z dac—/ zg'( f ( rappel : g(a )m(})
()
2

De plus, ceci prouve aussi que a alors une limite finie quand b — 400, comme somme de trois fonctions ayant

une limite réelle en +oco.
- 1 & A L : : :
Si lim g(z) = ¢ #0, alors —g(z)> ~ -— donc l'intégrale —g(z)* dz diverge, ce qui contredit ce qui
T—+400 4x 0 4x

r—+0o0 4

précede, donc £ = 0.
+oo +o0 1 400 P
1l vient donc : / zg'(x)*de = / F(x)?dz — Z/ f(x) dz
0 0 0

x2
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Q 11.



