Mpi Devoir surveillé 7 - sujet CCINP-E3A

Probléeéme 1 - Une marche aléatoire

Présentation générale

On considére deux entiers M € N\{0,1} et A € N*. Une particule hypothétique a différents niveaux d’énergie numérotés
par des entiers naturels, qu’on mesure & intervalles réguliers. On suppose qu’a ’origine, elle est au niveau zéro et qu’aprés
chaque mesure, son niveau d’énergie a augmenté d’un entier aléatoire entre 0 et M — 1.

Dans la suite, on s’intéresse tout particuliérement au temps nécessaire (proportionnel au nombre de mesures) pour que la
particule atteigne ou dépasse le niveau d’énergie A.

Pour modéliser cette situation, on se place sur un espace probabilisé (2,47, P) et on considére une suite (Xi), y. de
variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi uniforme sur [0, M — 1]. On considére également la suite de variables

aléatoires réelles (Sy,)

n
nen définie par Sp = 0 et pour tout n € N, 5, = ZX’f'
k=1

On considére la variable aléatoire T' définie de la fagon suivante :
1) si pour tout n € N*, on a S,, < A, alors on pose T' = 400}
2) sinon, on pose T' = min {n e N* / Sn = A}.

L’objectif de cet exercice est de déterminer ’espérance de la variable aléatoire T' dans deux cas particuliers.

I. Préliminaires

I.A - Modélisation et premier résultat

Dans cette sous-partie, on effectue le lien entre la situation présentée dans ’'introduction et le modéle considéré ci-dessus.

Q 1. Soit n € N*. Que représentent les variables aléatoires X,, et S, dans le contexte de la situation présentée? Que
représente la variable aléatoire T'?7

Exprimer I’événement {T" = 400} a l’aide des événements {S, < A}.

Q 2. Que peut-on dire & propos de la monotonie de la suite (S,)? Montrer que si pour tout n € N, S, < A, alors a
partir d’un certain rang, tous les X,, sont nuls.

Q 3. Justifier que {T = +o0} C U ﬂ {X,, =0}.

pENn=p

Q 4. Montrer que pour tout p € N, P m {X, =0} | =0. En déduire la valeur de P(T' = +00).
nzp

I.B - Calcul de la somme d’une série entiére

On considére la fonction f: ] —1,1[— R définie par :

Vee]—1,1] f(x)zl—m

Q 5. Montrer que la fonction f est de classe €°° sur | — 1, 1] et calculer f® (z) pour tout pe Net z € | — 1, 1]

n
Q 6. Soit p € N. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére Z ( >:L’” est égal & 1.
nzp

Q 7. Soit p € N. Déduire des questions précédentes ’égalité suivante :

Vre]-1,1[ f(g)x”ﬂlf;m

n=p

II. Etude d’un premier cas

Dans cette partie uniquement, on suppose que M = 2.



II.A - Loi des variables aléatoires S,, et T

Q 8. Soit n € N*. Démontrer que S,, suit une loi binomiale de paramétres n et 1/2.
Q 9. Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire T'7

Q 10. Soit k € N avec k > A. Exprimer I’événement (T = k) en fonction des événements (Sy_1 = A —1) et (X; = 1).

En déduire que :
k—1\ 1
o (503

I1.B - Espérance de la variable aléatoire T

On note la fonction génératrice Gr de la variable aléatoire 7'

Q 11. Déterminer le rayon de convergence Rp de la série entiére Z P(T = k)a:/C et montrer que :
k>A

Vz €] — Ry, Ryl GT(:E):< < )A.

2—x

Q 12. En déduire le temps moyen nécessaire pour atteindre ou dépasser le niveau d’énergie A.

ITI. Etude d’un second cas

Dans cette partie uniquement, on suppose que A < M.

IIT.A - Calcul de la probabilité P (S,, < k)

Q 13. Montrer la formule suivante par récurrence sur k :

V(k,n) € N2 zk: (”:E)

£=0

n+1+k
n+1 )
Q 14. Soit n € N*. Montrer que :

k
VEe[0,A—1], P (S, gk):%zp(sngk—é).
=0

Q 15. Montrer par récurrence que pour tout n € N*, on a :

1
Vi € [0,A—1] P(Sngk):w(n:;k)

IT1.B - Espérance de la variable aléatoire T

Q 16. Soit Z une variable aléatoire & valeurs dans N telle que la série numérique Z P(Z > n) converge. Montrer que Z
n=0
admet une espérance finie et justifier ’'égalité :

E(Z) = io P(Z > n)
n=0

Indication : on pourra appliquer le th. de Fubini sur la famille de réels (P(Z = k))ogn<k en le justifiant.

Q 17. Que peut-on dire des événements (T° > n) et (S, < A) pour tout n € N? En déduire que la variable aléatoire T
admet une espérance finie et calculer sa valeur.



Probléeme 2 - Une équation différentielle

On considére I’équation différentielle suivante :

22(1—2)y" —2(1+2)y +y = 223 (E)

I. Solution particuliére de I’équation homogéne

Dans cette premiére partie, on souhaite déterminer les solutions développables en série entiére de I’équation différentielle
homogeéne associée a (E) :
?(1—a)y" —z(l+a)y +y=0 (H)

On fixe une suite de nombres réels (a,),en telle que la série entiére Z an,x" ait un rayon de convergence r > 0. On définit
la fonction f: ] —r,r[— R par :

“+oo
Vee]—rr] f(z)= Zanx”.
n=0
Q 1. Justifier que la fonction f est de classe €2 et que les fonctions f’ et f” sont développables en série entiére. Exprimer

avec la suite (an)nen les développements en série entiére respectifs des fonctions f’ et f” en précisant leur rayon
de convergence.

Q 2. Montrer qu’il existe une suite (b, ),>2 de nombres réels non nuls telle que pour tout z € | — r,7[, on a :

+oo
(1= 2)f" (@) — (L4 2)f (@) + f) = a0 + 3 bulan — an1)a"

Q 3. Montrer que f est solution de (H) sur l'intervalle | — r, r[ si et seulement si ag = 0 et a,+1 = a, pour tout n € N*.

Q 4. En déduire que si f est solution de (H) sur | — r,r[, alors r > 1 et il existe A € R tel que :

Az
Vee|—-1,1 = .
vel- L1l fl) =2
Q 5. Réciproquement, montrer que si A € R, alors la fonction
A
g:]-1L1=R, z~ a
1—-2z

est une solution de (H) sur ] — 1, 1[ développable en série entiére.

II. Solution de (E) sur ]0,1] ou |1, +00]

On désigne par I 1'un des intervalles |0, 1[ ou |1, +oc[. Soit % : I — R une fonction de classe €. On définit la fonction
z : I — R par la relation :

Veel z(z)= (i - 1) y().

Q 6. Justifier que z est de classe €2 sur lintervalle I, puis exprimer 2’ et 2 avec y, y' et .

Q 7. Montrer que y est solution de (F) sur [ si et seulement si z est solution sur I de I’équation différentielle :

x4+ 2 = 2x. (Ey)

Q 8. Montrer que si z est solution de (E7) sur I, alors il existe A € R tel que :

A
Veel Z(z)==+az.
x
Q 9. En déduire ’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E) sur I.

ITI. Solution de (E) sur |0, +oo|

Q 10. Déterminer I’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E) sur ]0, +oo].



I.A -

Q1.

1.B -

Q 5.

Devoir surveillé 7 - sujet CCINP-E3A - Corrigé

Probléme 1

Soit n € N*. X, représente ’accroissement du niveau d’énergie entre I’état mesuré a I’étape n — 1 et celui a I’étape
n. S, représente le niveau d’énergie aprés la n-éme mesure. Et T représente "le temps d’attente" pour dépasser le
niveau d’énergie A, c’est a dire le premier (le plus petit) n tel que S, > A.

Par définition, T' = 400 si et seulement si pour tout n € N*, S,, < A, donc {T = +oo} = ﬂ {5, < A} =
neN*
({Sn < A} (car {Sy < A} = Q).

neN

Pour tout n € N*, S, — S,,_1 = X,, > 0 donc la suite (S,) est croissante. Donc si pour tout n € N, S,, < A4, la
suite (S,,) est donc croissante et majorée, donc elle converge. Or c’est aussi une suite a valeurs entiéres, donc elle
est stationnaire : & partir d’un certain rang, S,, = S,,_1, i.e. X;, = 0.

On note U ’événement « & partir d’un certain rang, les X,, sont nuls » :
welU <<= (IpeN Vnzp X,(w)=0)
donc

U=J N{x.=0}

peENn>p

D’aprés I'implication de la question précédente, on en déduit I'inclusion ﬂ {S, < A} C U donc d’aprés la question

neN
Q1 {T=+occ}= m{sn <A} cC U ﬂ{Xn:O}-
neN peENn>p
Soit p,q € N tels que g > p. Les variables aléatoires X,,, ..., X, sont indépendantes
q q a4 1
n=p n=p n=p
q

Or par continuité décroissante, P nOp{Xn =0} | = qgrfoop (nOP{Xn = O})
donc P X,=0}|= 1 1 0

onc m{ n=0}] = A e =0

nzp

De plus, par sous-additivité, P | | ] ({Xn =0} | <D P | [J{Xn=0}] =) 0=0

peNn>p peN n=p peN

donc P (| J ({Xn=0}]| <0,ie.P||J [{Xn=0}]=0.

peENn>p peENn>p

D’aprés inclusion précédente, P(T' = +o00) < 0 donc P(T' = 4+00) = 0.

!
On pose le prédicat 2 (p) : « fP) existe sur | — 1,1] et que Vz €] — 1,1[, fP)(z) = (lpﬁ ».
—x

Pour p = 0, c’est la définition de f : Z?(0) est vraie.
Soit p € N quelconque, supposons Z(p) vraie.

On a alors f®) qui est dérivable sur | — 1, 1[ comme fonction rationnelle & dénominateur non nul, ainsi f#*V) (z) =

(DY (@) = pi(1 =2+ = pl(1)(~(p+ 1)) (1 — )0+ = LD

m. Donc Z(p + 1) est vraie.
—



Conclusion : par principe de récurrence, pour tout p € N, &(p) est vraie.
n
Q 6. Soit p € N. Posons pour tout n > p, a, = ( > > 0.
p

Les coefficients étant strictement positifs, nous pouvons appliquer la régle de D’Alembert sans la variable z pour
déterminer R le rayon de convergence : par expression en factorielles des combinaisons et simplification,
An+1 n+1

1
= +1. Ainsi R = - = +1.
any n+1—p notoo 1

Conclusion : le rayon de convergence de la série entiére E ( )az” est égal & 1.
nzp

+oo
Q 7. D’abord par DSE usuel, f est développable en série entiére sur | — 1,1[ et Vz €] — 1,1] f(z) = Z ™.
n=0
Ensuite soit p € N. Par théoréme de dérivation des séries entiéres sur 'intervalle ouvert de convergence, on peut
dériver f p fois terme & terme sur 'ouvert de convergence, ce qui donne
+oo +oo n
vee]-1,1] fP(z)= Zn(n —1)...(n=p+1a"?P= Z —g"7?

— )
= = (n—p)!

Enfin nous avons ’expression de f () obtenue précédemment. Il suffit alors de multiplier par 2P et diviser par p!

pour obtenir :
$ n P
— g n_
el n=p (p)x (=)t

II.

II.A -

Q 8. Remarquons que pour tout k € N*, X} ~ %B(1/2), S,, apparait donc comme somme de n v.a.d. indépendantes
suivant toutes une méme loi de Bernoulli %Z(1/2).

Ainsi, si n € N*, S, suit une loi binomiale de paramétres n et 1/2.

Q 9. A chaque étape, la suite (Sy) croit d’au plus 1, donc pour dépasser A, il faut au moins A accroissements, donc
T> A

Ainsi T(Q) = [A, +0o<].
Q 10. Soit k € N avec k > A. Vu qu’ici on ne peut croitre que d’une unité ou rester inchangé a chaque étape,
(Tzk‘) = (Sk—l :A—l)U(Xk = 1).

Ensuite les événements (Sp_1 = A — 1) et (X = 1) sont indépendants (par le lemme des coalitions), donc
P(T=k)=P(Sk—1 = A—1)P(X; =1).

k—1 1 1 1 /k—-1
Or Sk—1~AB(k—1,1/2) donc P(Sj_1 = A—1) = (A1>2k1 etIE”(szl)ZQdonc]P’(T:kz):2k<A1).

II.B -

+oo
Q 11. D’apreés la question Q 4, T est presque strement & valeurs dans N. Donc par définition, Gr(z) = Z P(T = k)z*
k=A

pour z proche de 0 (pour z € [—1,1] & coup siir et on peut se contenter de = € [0,1]). On note R son rayon de

convergence.
—+oo —+oo
1 /k-1 k—1\ rxz\*k
Donc pour z € | — R, R[, Gr(z) = Z 2k<A_1>xk = Z (A—l) (5)
k=A k=A

D’aprés Q 6, cette série entiére a donc pour rayon de convergence 2 et d’aprés Q 7,

st 5067 E GO S ()

k=A k=A—



Q 12.

I11.

Le nombre moyen d’étapes pour atteindre ou dépasser le niveau d’énergie A est donné par E(T"). Comme Ry =
2 > 1, Gr est dérivable en 1, et donc d’aprés le cours, E(T) = G/ (1).

T
2—x

A-1
Or pour tout z € [0,1], G (x) = A ( ) B 2 )2 ainsi E(T') = 2A.
-

III.A -

Q 13.

Q 14.

Q 15.

k
14 14+ k
On pose #(k) le prédicat « Vn € N Z (n—i— ) = (n—|— 41_ ) »
0 n n -+

k
l 1+ k 1
Pour k£ =0, E PO (M) = let R I L 1 donc £2(0) est vraie.
n n n+1 n+1

(=0
Si # (k) est vraie, alors

k+1 k

Y4 Y4 k+1 1+ k& 1+ k&
Z <n + ) = Z <n T > + <n TRt > = <n Tl ) + (n Tl ) et on reconnait la formule du triangle
prt n prd n n n+1 n

k+1

2

de Pascal, donc Z (n + é) = (n et k) : P(k+1) est vraie.
—\n n+1

Selon le principe de récurrence, pour tout k € N, & (k) est vraie.

Soit n € N*.
D’aprés la formule des probabilités totales pour le systéme complet d’événements ((X,,11 =0),..., (X1 =M —1)):
M—1
pour k < A—1, P(Sp1 < k) = Z P(Snt1 <k, Xnt1 =0).
=0

Or si £ > k, comme S,,+1 > X, 41, il est impossible d’avoir en méme temps S,11 < k et X;,41 = ¢ > k, donc
P(Sp+1 <k, Xpy1=4)=0.

k
Donc P(Sp41 < k) =Y P (Sup1 <k, X1 =0).
£=0

Or pour £ < k, (Sp+1 <k, Xpy1 =4) = (Sp, < k— £, X,4+1 = ¢) qui nous rameéne a deux événements indépendants
(par le lemme des coalitions)

k k 1
donc P(S, 41 < k) = ;P(Sn <k—OP(Xpyy =0)) = ;P(Sn <k—0) 47

On pose Z(n) le prédicat : « Vk € [0,A—1] P(S, <k)= % (n N k) ».

II1.B -

Q 16.

n
k+1 k+1\ 1
Pour n =1, S; = X; et X; suit une loi uniforme sur [0, M — 1], donc P(X; < k) = % = ( —f )M : (1)
est vraie.
Si P(n) est vraie, alors d’aprés Q 14 et 'hypothése de récurrence, pour tout &k € [0, A — 1],
k k k
1 1 1 n+k—-1¢ 1 n+k—~4
P <h =3 L PGn k-0 =53 o (") = mm e ()
=0 =0 =0
k .
1 1 k+1
donc P(S,11 < k) = s ];] (n:y) = i (n Z+1— ) d’aprés Q 13, donc #(n + 1) est vraie.
Selon le principe de récurrence, pour tout n € N*, &(n) est vraie.
La famille de réels (P(Z = k))o<n<k st une famille de réels positifs, donc tout est permis!
“+o0
Pour tout n € N, {Z > n} = |_| {Z =k} donc P(Z > n) = Z P(Z = k) donc d’aprés le th de Fubini,
k>n k=n+1



+§P(Z>n):+§<+§]ll’(2:k)>: Y P(Z=k) f(ipz k):fkp(zzk)zE(Z).
n=0 n=0 k=1

k=n+1 on<k k=1

Remarque : cette égalité est valable aussi dans le cas de la divergence de la série, on a alors deux termes égaux &
+00.

Q 17. Pour tout n € N*, (T >n) = (S, < A) = (S, < A—1) : si au rang n, on n’a pas encore dépassé A, alors il faudra
strcitement plus de n étapes pour dépasser ou atteindre A, et réciproquement.

D’apres la question précédente, E(T Z P(T > n) Z P(S,<A-1)

1 A-1 1 A-1
et d’aprés Q 15, P(S, < A—-1)= — (n + ) = — (n + ) par symétrie des coefficients binomiaux !

M n M A-1
+oo
A—-1
Donc E(T') = ngo (n—;_ 1 )x" en posant = i
+00 400 A-1
k k—A+1 1 k k 1 z TR
donc E(T) = Z (A_1>a: = Ao 4 1)% :xA_1><<1_x)AdapresQ7
k=A-1 k=A-1
MA
dOnC E(T) = W
Probléme 2
I.
Q 1. C’est du cours! f est la somme d’une série entiére de rayon r > 0 donc f est € sur | — r;r[ et on peut dériver
terme & terme & tout ordre; en particulier, elle est de classe €2 sur | — r;7[ et, pour x € | — r;7],

“+oo “+oo
"(z) = Z na,z" "t = Z(n + Dapyi2™
n=1 n=0

+0o too
' (x) = Z n(n —1a,z" 2% = Z(n +2)(n+ Daji2z"
n=2 n=0

Par propriété des séries entiéres, ces deux séries sont aussi de rayon r.

Q 2. On adonc, pour z € | —r;7],

+00 too
22 f(z) = Z n(n — 1)a,z"™ donc z° f"(z) = Z(n —1)(n—2)ap_1z"
n=1 n=1
+o00 too
xf'(z) = Znanx" donc 2% f'(z) = Z(n —Day_12"
n=1 n=1

et f(x faoJrZanx

n=1

Par conséquent,

2?2(1 —2)f"(z) — (1 +z)f'(x) + —ao—l-z (n—1)a, — (n—1)(n = 2)an—1 —na, — (n — a,—1 +a,)z"
+oo
:a0+z ((n2 —2n+1a, — (n®* =3n+2+n— l)an_l)x

+oo
=ag + Z(n —1D)2(an — an_1)a"
n=1
Pour n = 1, (n — 1)> = 0 donc, si on pose, pour n > 2, b, = (n — 1) on a

221 —2)f"(z) —z(1 + ) f'(z) + faoJern Ap — Qp_1)T"



II.

Q 6.

Q.

La somme d’une série entiére est nulle sur | — r;7[ (r > 0) si et seulement si tous ses coefficients sont nuls (unicité
d’un développement en série entiére) donc, d’aprés la question précédente, f est solution de (H) si et seulement si
ag = 0 et, pour tout n > 2, b,(a, — an—1) = 0. Mais, pour n > 2, b, # 0 donc a,, — a,—1 = 0.

En passant de n & n+ 1 on a finalement : f est solution de (H) sur | — r; [ si et seulement si ag = 0 et, pour tout
n €N apy1 = ap.

On suppose que f est solution de (H) sur | — r;r[. Alors, ag = 1 et, pour tout n > 1, a, = a;.

La série géométrique Zx" est de rayon 1 donc r > 1 (r = 400 si a; = 0) et, en posant A = ay, pour z € | — 1; 1],
+oo
flz)=A Z x™.
n=1
1l s’agit de la somme d’une série géométrique de raison = € | — 1; 1] et de premier terme z donc, pour z € | — 1;1],
AT
€Tr) =
. . Az
Soit A\ € R et g la fonction x — 1 .
—x
+oo
Alors, d’aprés le calcul précédent, pour z € | — 1;1[, g(x) = Z Az" : g est la somme d’une série entiére de rayon
=1
+oo !
1> 0. De plus, pour z € | — 1;1[, g(x) = Z anx" avec ag = 0 et, pour n > 1, a,, = \; par conséquent, pour tout
n=0

n21l,any1 = an.

On peut donc utiliser la question Q 3 (qui est une équivalence) pour conclure que g est une solution de (H) sur
] — 1; 1], développable en série entiére.

Par produit de fonctions de classe €2 sur I, z est de classe €2 sur I et, pour x € I,

)= (1)) = Jpula) et @) = (3 1) 0 - Z0) + Tl
52(a) + (o) = (L= 2y (@) = 2/ + Fpt) + (5 -1) @) - Sy

L (@201 - )y"(&) - 2L+ 2 (@) + 9(x)

donc y est solution de (F) sur I si et seulement si z est solution sur I de ’équation

x4+ 7 =2

2 est solution de (E) sur I si et seulement si 2’ est solution sur (I) de I'équation

(Ey): 22"+ Z = 2.
1

L’équation homogene associée & (Es) est (Hs) : Z' + Z = 0, équivalente & Z’' + =7 = 0 (z ne s’annule pas sur I).
T

1
a: x +— — est continue sur [; une primitive de a est z — In(z) donc les solutions de (H2) sont les fonctions de la
x

—In(z)

. A
forme =z — Me , €R, c’est-a-dire z — —.
x

A
2 — x est solution particuliére de (F5) donc les solutions de (E3) sont les fonctions de la forme z — — + x.
x

Finalement, z est solution de (E7) sur I si et seulement si il existe € R tel que, pour tout = € I, 2/(z) = = + .
X

2
X
Ceci équivaut a lexistence de p € R tel que, pour tout « € I, z(x) = An(z) + > + [

1 1-—
De plus, pourz €I, — — 1= bl # 0 donc y est solution de (F) sur [ si et seulement si il existe (A, p) € R? tel
x x

2
que, pour tout z € I, y(x) = % <)\ In(z) + % + H)-



I11.
Q 10.

Les solutions de (E) sur I sont donc les fonctions de la forme

3
In(z) + o, 7

X
’-)
T 1-z  2(1—a)

lorsque (X, ) décrit R2.

Soit f une solution de (E) sur ]0; +o00[. Alors f est solution sur |0; 1] et sur ]1; +o00[. D’aprés la question précédente
il existe des constantes réelles A1, 1, A2, o telles que

3
Wz € 1 +o00, f(z) = Xoxln(z)  2uox +x

1—x 2(1 — )
- . . . - . . In(z) - . .
f doit étre continue en 1 donc doit avoir une limite finie en 1. hm1 Ty = —1 (limite usuelle) donc on doit avoir
xrT—r — X

1

2M1+1:2M2+1:0‘u1:‘u2:7§
Mzln(z)  —x+23  MNahn(r) 21 +2)
ourw €01, f@) = = 5Ty T 1o, 2

Pour obtenir le nombre dérivée de f a gauche & 1, on cherche le DL;(1) de f :

1
Pour h au voisinage de 0, In(1+ h) = h — §h2 + o(h?) donc

FU4h) = LED =R /24 o(h?)  (L+ )2+ h)

et, aprés simplification,

2 2
A3
A 3 / 1 = —— — —.
On en déduit que f;(1) 2 3
Ay 3
D A ! 1 J— -
e méme, f(1) 5 3

f est dérivable donc \; = As.

_ Mzln(z)  z(l+2) _
= 1_1' — 2 et f(l)——)\l—l

Par conséquent, pour x € R™ f(x)

Pour la réciproque, il suffit que montrer qu’une telle fonction est de classe €2 sur RT*.

FA4R) = a4 pRAth)  AEHE+h)

h 2
ln(l + h) . . L. .s le'e)
h — — est prolongeable en une fonction développable en série entiére de rayon 1 donc f est de classe €.
1
On peut alors conclure que les solutions de (E) sur R sont les fonctions f définies par f(1) = —A\; — 3 et, pour
Azl 1
x#£1, f(z)= 12In(z) — z(1+2) avec i réel quelconque.
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