Mpi TD Algébre linéaire

Probleme 1
Soit n € N*. On pose E = R, [X], &, = (1, X,...,X") la base canonique de E.

Pour (P,Q) € E?, on pose (P,Q) = /1 P(t)Q(t) dt.
0

I. D’aprés E3A 2019
Pour P € E, on pose u(P) = /I(X + )" P(t) dt.
0

Q 1. Montrer que { , ) est un produit scalaire sur E.
Q 2. Montrer que u € GL(E).
Q 3.

n
a) Montrer que pour tout (p,q) € [0,n]?, (u(X?), X9) = Z (&)
k

—~ (k+q+1)n+p+1-—k)

b) Montrer que u est auto-adjoint.

On sait alors qu’il existe une base orthonormée (Py,...,P,) de vecteurs propres de wu, associés aux valeurs propres
Aos- - A
Q 4. Montrer que pour tout (z,y) € R?, (z+y)" = i Ak Pr(2) Py (y)- Indication : décomposer le polynoéme @, = (X+y)"
dans la base (P, ..., P,). =
Q 5. Calculer tr(u).
Q 6.
a) Soit y € R. Montrer que u(Qy)(y) =

[(y 1)t y2n+1}

2n+1
1

+
b) Déterminer tr(u?). Indication : calculer / u(Qy)(y) dy.
0

II. D’aprés E3A 2020
Q 7. Quelle est la dimension de (R, _;[X])*?
Soit L un élément non nul de (R, _;[X])*.

Q 8. Montrer que deg L = n.
1
Pour = € R, on pose quand c’est possible p(z) = / L(t)t* dt.
0

Q 9. Justifier que ¢ est définie sur | — 1, +o0[ et que ¢ est une fraction rationnelle.

Q 10.

a) Montrer que les nombres k € [0,n — 1] sont racines de ¢.
P
b) Montrer que ¢ = a ou P et () sont deux polynomes tels que deg P < n et degQ) =n + 1.

c) En déduire une factorisation de P, puis les racines et les poles de ¢, ainsi que leurs ordres de multiplicité.

Q 11. En décomposant en éléments simples ¢, donner une base de (R,,_;[X])" dont les éléments sont de coefficient

n 2n
dominant 1 et dont les autres coefficients s’écrivent & ’aide des coefficients binomiaux ( k) et < N k)
n



Probléme 2

Soit n un entier supérieur ou égal & 2.

On désigne par ., (R) I'espace vectoriel des matrices symétriques réelles.

Dans tout 'exercice, F est 'espace vectoriel euclidien usuel R™ dont le produit scalaire est noté (, ).
Soit € = (ey,...,e,) une base orthonormale de E.

Q 1. Soit A € .Z,(R). Montrer ’équivalence des trois propositions suivantes :
a) VX € M, 1(R), XTAX >0
b) VA€ Sp(A4), A >0
¢) 3B € .%,(R) telle que A = B2
On dit dans ce cas que la matrice A est symétrique positive et on note .7, (R) I’ensemble des matrices symétriques
positives.
Q 2. Soient J la matrice de .#,(R) dont tous les termes sont égaux a 1 et a un réel. On pose M = —J + (a+ 1)1, ol
I,, est la matrice de I’endomorphisme identité de F.
a) Déterminer les éléments propres de J. En déduire ceux de M.
b) Pour quelles valeurs de a a-t-on M € .7, (R)? Montrer qu’alors rg(M) > n — 1.
Q 3. Soient A € .7,F(R) et a 'endomorphisme de E dont la matrice dans la base € est A.
a) Justifier existence d’une base orthonormale Z = (uq,...,u,) de E constituée de vecteurs propres de I’endomor-
phisme a.
On notera pour tout i € [1,n], A\; la valeur propre associée au vecteur propre u;.
b) Soit b ’endomorphisme de E défini par : Vi € [1,n], b(u;) = v/ Aiu;.
Justifier que b est un endomorphisme symeétrique.
¢) Démontrer que : Ker(a) = Ker(b).
Q 4. Soit A= (a;i;) € .7 (R) telle que : V (i,5) € [1,n]?, (i #j = ai; < 0).
a est toujours ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base € est A et b ’endomorphisme de E tel que défini a la
question 3.2.
Pour tout i € [1,n], on pose z; = b(e;).

On va montrer que la famille (z1,...,2,_1) est libre.
n—1
Dans ce but, on considére des scalaires (7;)ie[1,n—1] tels que Z Yizi = 0.
i=1
n—1
a) Montrer que 'on a aussi : Z |vilzi = 0 : on pourra introduire les ensembles I = {i € [1,n] / v > 0} et
i=1

J={i€[1,n] /~ <0} et montrer que Z%‘Zi =0.
icl

i=1

n—1
b) En utilisant le produit scalaire <Z |vilzi zn>, conclure.

Prouver que : rg(A) > n — 1.



