
Mpi TD Espaces euclidiens

Notations

Pour ce problème, on désigne par n un entier naturel non nul.

On note Sn(R) =
{
A ∈ Mn(R)

/
AT = A

}
le sous-espace vectoriel de Mn(R) formé des matrices symétriques.

� Un vecteur de Rn est noté x = (xj)1⩽j⩽n =


x1

x2

...
xn

 en identi�ant les matrices-colonnes de Mn,1(R) avec les éléments

de Rn.
� Une matrice A de Mn(R) est notée A = (ai,j)1⩽i,j⩽n où ai,j est le coe�cient de A situé en ligne j et colonne k.
� Sp(A) est le spectre de A, ensemble des valeurs propres de A.

� L'espace vectoriel Rn est muni du produit scalaire canonique dé�ni par ∀(x, y) ∈ Rn×Rn, ⟨x, y⟩ = xT .y =

n∑
k=1

xkyk

et x 7→ ∥x∥ =
√

(x|x) est la norme euclidienne associée.
� La sphère unité de Rn est Ωn =

{
x ∈ Rn

/
∥x∥ = 1

}
.

À toute matrice A ∈ Mn(R), on associe la fonction qA : Rn → R dé�nie par

∀x ∈ Rn, qA(x) = ⟨Ax, x⟩ .

I. Une norme sur Sn(R).
Q 1. Soit A ∈ Mn(R).

a) Montrez que la fonction qA est bornée et atteint ses bornes sur la sphère unité Ωn. On note alors :

mA = min
x∈Ωn

(
qA(x)

)
etMA = max

x∈Ωn

(
qA(x)

)
.

b) Démontrer que toute valeur propre réelle de A se trouve dans l'intervalle [mA,MA].
c) Expliciter Sp(A), mA et MA pour la matrice :

A =

(
2 −1
0 2

)
.

Q 2. Soit A ∈ Mn(R). On suppose que qA(x) = 0 pour tout x ∈ Ωn.

a) Montrer que qA(y) = 0 pour tout y ∈ Rn.
b) Si (y, z) ∈ Rn × Rn, exprimer qA(y + z) (qui est nul d'après la question a) en fonction de ⟨Ay, z⟩ et ⟨Az, y⟩.
c) Montrer que la matrice A est anti-symétrique (c'est à dire que AT = −A).

Q 3. Soit A ∈ Sn(R). Montrer que : [
∀x ∈ Ωn, qA(x) = 0

]
⇐⇒ A = 0n.

Q 4. Montrer que l'application N : Sn(R) → R dé�nie par :

∀A ∈ Sn(R), N(A) = sup
x∈Ωn

|qA(x)|

est une norme.

Q 5. On considère A ∈ Sn(R) et u l'endomorphisme de Rn canoniquement associé à A.

a) Justi�er qu'il existe n nombres réels
λ1 ⩽ λ2 ⩽ . . . ⩽ λn

et une base orthonormée (ek)1⩽k⩽n de Rn tels que :

∀k ∈ [[1, n]] , u(ek) = Aek = λk ek.

b) Préciser qA(ek) pour tout k ∈ [[1, n]].

c) Soit x =

n∑
k=1

x′
k ek ∈ Ωn. Exprimer qA(x) en fonction des valeurs propres λk de A et des composantes x′

k de x.
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d) Redémontrer le résultat de la question 1 : la fonction qA possède un minimum mA et un maximum MA sur la
sphère unité Ωn. Expliciter mA et MA en fonction des valeurs propres de A.

e) Montrer que :
N(A) = sup

x∈Ωn

|qA(x)| = max
λ∈Sp(A)

|λ| .

Établir une inégalité entre |det(A)| et (N(A))n.

f) Exemple : si A =

(
1 1/2
1/2 1/3

)
, calculer det(A) et N(A).

Dans toute la suite du problème, pour tout entier n ⩾ 2, on désigne par Hn la matrice de Hilbert d'ordre n dé�nie par

Hn =

(
1

i+ j − 1

)
1⩽i,j⩽n

=


1 1/2 . . . 1/n
1/2 1/3 . . . 1/(n+ 1)
...

...
...

1/n 1/(n+ 1) . . . 1/(2n− 1)


ou encore Hn = (ai,j)1⩽i,j⩽n avec ai,j =

1

i+ j − 1
.

Pour simpli�er, on notera qn la fonction qHn
: Rn → R : ∀x ∈ Rn, qn(x) = qHn

(x) = ⟨Hnx, x⟩ .

II. Sur les valeurs propres de Hn

Q 6. Soit x = (xj)1⩽j⩽n ∈ Rn.

a) Montrer que :

qn(x) = ⟨Hnx, x⟩ =

n∑
i=1

 n∑
j=1

xj

i+ j − 1

 xi =
∑

1⩽i,j⩽n

xixj

i+ j − 1
.

b) Développer :

(
n∑

i=1

xit
i−1

)  n∑
j=1

xjt
j−1

 où t est une variable réelle.

c) Montrer que : qn(x) =
∫ 1

0

 n∑
j=1

xjt
j−1

2

dt.

d) Montrer que : ∀x ∈ Rn, qn(x) ⩾ 0 et que qn(x) = 0 équivaut à x = 0.

Que peut-on en déduire concernant les valeurs propres de Hn ?

Q 7.

a) Soit P (t) =

m∑
k=0

ak t
k un polynôme à coe�cients complexes. Montrer que :

∫ 1

−1

P (t) dt = −i

∫ π

0

P (eiθ) eiθ dθ.

On pourra expliciter

∫ 1

−1

tk dt et −i

∫ π

0

eikθ eiθ dθ.

b) En gardant les notations introduites dans la question 6 et en notant : Q(t) =

n∑
k=1

xk t
k−1, montrer que pour

tout x ∈ Rn, on a

0 ⩽ qn(x) =

∫ 1

0

Q2(t) dt ⩽
∫ π

0

∣∣∣∣ n∑
k=1

xk e
i(k−1)θ

∣∣∣∣2 dθ,
avec inégalités strictes si x ̸= 0.

Q 8. Montrer que :
∀x ∈ Rn, 0 ⩽ qn(x) ⩽ π ∥x∥2 ,

les inégalités étant strictes pour x ̸= 0.

Q 9. Pour tout entier n ⩾ 2, on note
µn = min

(
Sp(Hn)

)
et ρn = max

(
Sp(Hn)

)
.

a) Expliciter µ2 et ρ2. Montrer que pour tout n ⩾ 2, on a :

0 < µn < ρn < π.

2



b) Montrer que qn(Ωn) = [µn, ρn].

c) Calculer ⟨Hnεn, εn⟩ où εn désigne le dernier vecteur de la base canonique de Mn,1(R) : εn =


0
...
0
1

 . En déduire la

limite de µn lorsque n → +∞.

III. Sur le déterminant de Hn.

Hn désigne toujours la matrice de Hilbert d'ordre n, pour n ⩾ 2.

Q 10. Une fraction rationnelle

On considère la fraction rationnelle :

Rn(x) =

∏n
k=1(x− k)∏n
k=0(x+ k)

.

On admettra qu'il existe des réels λ0,n, λ1,n, . . ., λn,n tels que :

∀x ∈ R− {0,−1, . . . ,−n} , Rn(x) =

n∑
k=0

λk,n

x+ k
,

cette décomposition (en éléments simples) de Rn étant unique.

Exprimer le coe�cient λn,n de
1

x+ n
à l'aide de (2n)! et de n!.

Q 11. Matrice An

Pour n ⩾ 2, on considère la matrice An dé�nie par An = (ai,j)1⩽i,j⩽n avec :

ai,j =


1

j + i− 1
pour 1 ⩽ i ⩽ n− 1, 1 ⩽ j ⩽ n,

Rn−1(j) pour i = n, 1 ⩽ j ⩽ n.

où les Rp ont été dé�nis plus haut.

a) Montrer que pour 1 ⩽ i ⩽ n, on a :

Rn−1(i) =

n∑
j=1

λj−1,n−1 hi,j

puis en déduire que det(An) =

(
2(n− 1)

n− 1

)
det(Hn).

Remarque : hi,j désigne ici le coe�cient générique de la matrice Hn, c'est à dire celui à l'intersection des ligne i et colonne j.

b) Montrer que :

det(An) =
det(Hn−1)

(2n− 1)
(
2(n−1)
n−1

) .
En déduire l'expression de det(Hn) en fonction de det(Hn−1).

c) Montrer que pour tout n ⩾ 2 :

det(Hn) ̸= 0, puis que
1

det(Hn)
∈ N∗.

Q 12. Calcul de det(Hn)

En notant, pour tout n ∈ N∗ : Φn =

n∏
k=1

k!,

montrer que :

∀n ⩾ 2, det(Hn) =
Φ4

n−1

Φ2n−1
.
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