Partie 11
1} Soit (a,).en- une suite de réels vérifiant les conditions
(Hy) a, = 0 pour toutn € H°

(H) < (Ha) la série entiére ¥ a,r™ a pour rayon de convergence 1
(H3) la série 3 a, est divergente

+ac
On désigne par f la somme de la série entiére f(z) = ¥ a,z" pour x €] — 1, 1].

n=1
N
a) Soit A = (0. Montrer qu'il existe Ny € H* tel que 3 a, = 24,
n=1
Ny
b} Montrer qu'il existe o = 0 tel que 0 < 1 — & < o entraine ¥ a,r™ = A
n=1

¢] En déduire gque Iim1 flz) = 4o00.
E—
x<1
5 : y _ b
2} Soit (b, Jpen- une suite de réels telle que lim = = A e B
Ti—r 4o f.[."_
a] On suppose A 3 0. Quel est le rayon de convergence de la série entiére Y b,x™ 7 Que peut-on
dire de ce rayon de convergence lorsque A =07

e b:rl.
b) Soit g la somme de la série entiére g(z) = ¥ b,z™ pour z €] — 1,1[. On pose A, = —. Montrer
n=1 Iy

que, pour tout x €)0, 1, on a :

o

glz) ,_ 1 - )
fiz) A flz) Z[Jﬁn Alanz",

n=1

Montrer qu'il existe M = 0 tel que |A, — A| < M pour tout n £ H*,
¢] Seit £ = 0. Montrer qu'il existe Ny € B* tel que pour n = Na, |A, — A| < 2. En déduire que
+aa
pour x €01, ¥ |A; — Manz" < =f(x)

i=MNa+1
d) Montrer que, pour x €0, 1],

() M n
?{.L‘} —}.‘ < e+ fZa,,z :

T
En déduire que lim Lo =
x—1 flx)

a1

Partie IV

1) Soit (@, )pep- une suite de réels vérifiant les conditions :

Il - o
H3) la série entidre ¥ a, ™ a pour rayon de convergence 1
H3) la série ¥ a, est divergente

; (H}) ay =0 et a, =0 pour toutn £ H*
(H') 4 (
L

Ll
On pose pour tout n e M*, A, = ¥ ag.
=1
a) Montrer que la suite (A, ), ey vérifie les conditions (Hy ) et (Hz) de la partie 11
Montrer que le rayon de convergence de la série entiére 3 A, x™ est au plus égal a 1.
b] Soit r € B, 00 < r < 1. En remarquant que ré > pnt pour 1 =< & < n, montrer que la soite
[Anr™)en- est majorée.
En déduire que {4, ) vérifie toutes les conditions (H) de la partie 11
¢) Montrer que, pour tout = €] — 1, 1|,

(1—x) Z Apr* = Z apz® — A, "1,
k=1 k=1

o 4
En déduire une relation entre 3 a,.z™ et } A,x"
=1 n=1
n
2) Soit (o )pen- une suite de réels. Posons O, = e, On suppose que
o k=1
lim =t =M\cER.
TE—o0

L
a) Montrer que pour z €] — 1,1, la sénie } |, O, z" est convergente.

b} En déduire que la série ¥ c,x" est convergente pour x €] — 1,1[ et établir une relation entre

=+ o 4o
R i~ B T i

n=1 =1

+ o
¥ caz"

: =

¢] Montrer alors que lim :_— =

x—]1 T2

z<l 3 gzt
ﬂ=1

3) On définit les denx suites de réels (o, )aenye et (0 ) ey par:

1
iy = — pour tout o B{°

7t
. |1 sinest dela forme ok Lel
s {1 sinon

L
al 8i A, = ¥ ag., montrer que A, ~ lnn.

k=1
: i Inn lun
b) Montrer que si Cr, = ¥ e, — =Ch = —+1
b1 In2 In 2
# - . i - - A ok
¢} Déduire de ce qui précéde un équivalent quand z tend vers 1 de la somme 3 2= .
=0
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