Limites et continuité

Dans ce cours, on appellera domaine tout ensemble D non vide et non réduit & un singleton qui est

— un intervalle (a, 8)

— ou un intervalle privé d’un point («,y[U]7, B).
On note alors D I’ensemble D auquel on ajoute ses bornes réelles. Par exemple, si D = ]0,1[U]1, +oo[, alors
D = [0, 4o0].

1 Limites réelles en un point

1.1 Définition

~

Définition. Soit f une fonction de R dans R définie sur un domaine D et soit a € D. Soit £ un réel.

On dit que f a pour limite £ en a (ou que f(x) tend vers ¢ quand z tend vers a) quand

Ve>0 In>0 VzeDnNla—na+n |flz)—{<e

ce qui s’écrit encore

Ve>0 In>0 VeeD |lz—a<n=|f(x)—¢ <e

K J

1.2 Unicité de la limite

[Proposition 1. Avec les mémes hypothéses, si f a pour limite £ en a, alors f ne peut pas avoir d’autre}
limite.

On note alors £ =1lim f ou £ = li_r}n f(z)ou f(x) —— ¢.

1.3 Lien avec les suites

Théoréme 1 (caractélisation séquentielle de la limite). Soit f une fonction de R dans R définie sur un
domaine D et soit a € D. Soit £ un réel.

f a pour limite { en a si et seulement si pour toute suite u a termes dans D convergeant vers a, la suite
fou=(f(un))nen converge vers £.

Remarque.
— Ce résultat est le plus souvent utilisé dans le sens gauche-droite pour étudier la convergence d’une suite.
Le sens droite-gauche n’est utilisé que dans le cadre d’étude théorique (dans ce qui suit).
— Pour prouver qu’une fonction n’a pas de limite en un point a, il suffit donc de trouver deux suites u et v
qui convergent vers a et telles que les suites f owu et f owv aient des limites différentes : 'existence d’une
limite de f (et donc le sens gauche-droite du théoréme précédent) est contradictoire avec cette hypothése.

Ezxercices :

1) Montrez que la fonction partie entiére a une limite réelle en tout point non entier mais pas de limite en tout point
entier.

1
2) Montrez que la fonction z — sin — n’a pas de limite réelle en 0.
x

1.4 Opérations sur les limites réelles

Gréace au théoréme précédent, on peut démontrer les th. d’opérations sur les limites de fonctions en se ramenant
au th. d’opérations sur les suites convergentes.



KThéoréme 2. Soit f, g deux fonctions définies sur un domaine D et soit a € D. Soit ¢, ¢’ deux réels. )
Si f a pour limite £ en a et g a pour limite ' en a, alors
> f 4 g a pour limite £ + (' en a
> f.g a pour limite £.0' en a
> ; a pour limite g en a a la condition que ¢ # 0.
\_ %

1.5 Théoréme d’encadrement

-

~

Théoréme 3 (premiére forme). Soit f, g, h trois fonctions définies sur un domaine D et soit a € D. Soit
£ un réel.

KSZ. f < g < h au voisinage de a et si f et h ont pour limite commune £ en a, alors g a pour limite { en a- )

Théoréme 4 (deuxiéme forme). Soit f, g deuzx fonctions définies sur un domaine D et soit a € D. Soit /
un réel.

KSi |f — ¢ < g au voisinage de a et si g a pour limite 0 en a, alors f a pour limite ¢ en a. )

2 Limites infinies en un point

2.1 Définitions

Définition. Soit f une fonction de R dans R définie sur un domaine D et soit a € D.

On dit que f a pour limite 400 en a (ou que f(x) tend vers 400 quand z tend vers a) quand

VAeR In>0 VeeDNla—na+n flz)=A

Oun dit que f a pour limite —oo en a (ou que f(x) tend vers —oco quand z tend vers a) quand

VAeR In>0 VeeDN[a—na+n flz)<A

Dans ces cas, on note lim f = 400 ou lim f(z) = 400 ou f(z) —— 400 ou etc.
a r—ra

K r—a /

2.2 Lien avec les suites

Théoréme 5 (caractélisation séquentielle de la limite). Soit f une fonction de R dans R définie sur un
domaine D et soit a € D. Soit £ un réel.

f a pour limite +oco (resp. —o0) en a si et seulement si pour toute suite w & termes dans D convergeant
vers a, la suite f ou = (f(un))nen diverge vers +oo (resp. —o0).




2.3 Opérations sur les limites

~

~

Théoréme 6. Soit f,g deuz fonctions définies sur un domaine D. Soit a € D. On suppose que f,g ont

pour limites respectives £,0 dans R en a. Alors on a les limites suivantes pour f + g, f.g, = ena :
g

limf+g||leR|{=4c0 |l =—00

eR || 0+ 0 +00 —00
V=40 || 40 +00 ?
V' =—c0 || —00 ? —00

Pour les produits et quotients, on suppose que f et g sont positives au voisinage de a. Dans les autres cas,
on n’oubliera pas les signes.

limfg [[£eR] |£=0|¢=+0c0
¢ e R:L a4 0 +00
=0 0 0 ?
¢ = +o00 400 ? +00
limi LeRY [ £=0]|f=400
@ g
A t
e Ry 7 0 +o00
=0 +oo ? +o0
=400 0 0 ?
- /
Les points d’interrogation désignent les 4 formes indéterminées qu’on note symboliquement
0 o0
o0 —o0, 0 xXoo, =, —
0" o

On y ajoute 3 autres formes indéterminées, notées symboliquement
100, OO’ OOO
Démonstration laissée en exercice. On se raméne aux th. d’opérations sur les limites de suites grace

au th. 1 et 5. °

2.4 Théoréme d’encadrement

Théoréme 7. Soit f, g deuzx fonctions définies sur un domaine D et soit a € D.

Si f < g au voisinage de a et si f a pour limite +00 en a, alors g a pour limite +00 en a.

On a bien str la version correspondante pour la limite en —oo.

Démonstration laissée en exercice. On se raméne aux th. d’encadrement sur les suites grace au th. 5.e

3 Limites & droite ou a gauche

3.1 Définitions



~

Définition. Soit f une fonction définie sur un domaine D et a € D.

On dit que f a une limite & droite en a quand la fonction f‘]a 4o @ UDE limite en a. Dans ce cas, on note

[
zlggr f(z) ou Iﬁgg>af(x) cette limite.

On dit que f a une limite & gauche en a quand la fonction f‘]_oo a une limite en a. Dans ce cas, on note

af

T—ra

lim f(z) ou ajﬁgfl/;(a f(z) cette limite.

)

3.2 Extension des résultats

Les limites a droite ou & gauche ne sont que des cas particuliers de limites : tous les résultats montrés avant
restent valables.

3.3 Théoréme de la limite monotone

KThéoréme 8 (limite & gauche). Soit f une fonction définie sur un intervalle I = (... a[, o a est un réel.\

Si [ est croissante et majorée sur I, alors f a une limite réelle en a a gauche. Si f est croissante et non
magjorée sur I, alors f a pour limite +00 en a a gauche.

De méme, si f est décroissante sur I, alors selon que f soit minorée ou non sur I, f a une limite réelle
\_O% @ pour limite —oco en a @ gauche. )

KThéoréme 9 (limite & droite). Soit f une fonction définie sur un intervalle I =|a,...), ot a est un réel.\

Si f est croissante et minorée sur I, alors f a une limite réelle en a a droite. Si f est croissante et non
minorée sur I, alors f a pour limite —co en a a gauche.

De méme, si f est décroissante sur I, alors selon que f soit majorée ou non sur I, f a une limite réelle
\_ ot @ pour limite +o00 en a a droite. )

4 Limites en +0o0 ou —00

4.1 Définitions

KDéﬁnition. Soit f une fonction définie sur un intervalle I = (..., +oo[. Soit £ un réel.

On dit que f a pour limite ¢ en +0o quand

Ve>0 3BeR VYz>B |f(z)—f <e

On dit que f a pour limite +o00 en +00 quand

Y VAeR IBeR Va>B f(z)=> A

KDéﬁnition. Soit f une fonction définie sur un intervalle I =] — oo, ... ). Soit £ un réel.

On dit que f a pour limite ¢ en —oo quand

Ve>0 dABeR Va<B |f(z)—{ <e

On dit que f a pour limite —oo en —oco quand

Y VAeR IBeR Va<B f(z)<A

4.2 Extension des résultats

Tous les théorémes valables pour des limites en un point sont valables pour des limites en +0o ou —o¢ :
caractérisation séquentielle, th. d’opérations sur les limites, th. d’encadrement, th. de la limite monotone.



5 Composition des limites

Théoréme 10. Soit f, g deux fonctions définies sur deur domaines D, E respectivement. Soit a € D et
beE.
Si f(D) C E, f a pour limite b en a et g a pour limite { € R en b, alors go f a pour limite { en a.

On généralise ce théoréme aux autres cas.

Par exemple, si f est définie sur I = (..., +oo[ et g sur un domaine F, si f(I) C E, si f a pour limite b € Een
+00 et g a pour limite £ € R en b, alors g o f a pour limite ¢ en +o0.

Et de méme avec les autres possibilités (9 au total sauf erreur).

Démonstration laissée en exercice. .

6 Propriétés locales

Proposition 2. Soit f une fonction ayant une limite { € R en a € R.
— Sil e R, alors f est bornée au voisinage de a.
— Sil >0, alors f est strictement positive au voisinage de a.

On déduit du deuxiéme point qu’il existe une version du th. de passage a la limite pour les fonctions.

Théoréme 11. Soit f, g deux fonctions ayant chacune une limite £, {' respectivement en a € R.

Si f < g au voisinage de a, alors £ < 1.

7 Fonctions continues

7.1 Continuité en un point

Définition. Une fonction f définie sur un intervalle I est dite continue en zp € I quand lim f(z) = f(zo).

Tr—rxo
Elle est dite continue & droite en zp quand  lim  f(z) = f(xo).
T—To,T>T0
Elle est dite continue & gauche en zp quand  lim  f(z) = f(xo).
T—x0,r<To
Donc de maniére évidente :
CProposition 3. [ est continue en xq si et seulement si [ est continue a droite et & gauche en xg. )

7.2 Continuité sur un intervalle

o
Soit I un intervalle, on note J 'intervalle obtenu en retirant a I ses extrémités (réelles forcément). Par exemple
si I = [0,1[, alors 7= 10, 1[.

Définition. Une fonction f définie sur un intervalle I est dite continue sur I quand
o
— f est continue en tout point de [
— si I contient sa borne inférieure a, alors f est continue & droite en a
— si I contient sa borne supérieure b, alors f est continue a gauche en b

Les fonctions continues sont la plupart du temps les fonctions les plus agréables & manipuler : la continuité est
une hypothése quasi-universelle dans les principaux théorémes d’Analyse. De 14 a penser que toutes les fonctions
sont continues ou presque, il y a un pas que nous ne franchirons pas. Quand on prend « au hasard » une fonction
dans Pensemble .7 (R, R), la probabilité qu’elle soit continue est nulle.



Exercices :
2% — 4|

3) Soit f: R} — R telle que pour tout (z,y) € RY, |f(x) — f(y)| < w

. Montrez que f est continue sur R’ .

4) Montrez que la fonction caractéristique de Q (f(z) =1 si z € Q, f(x) = 0 sinon) n’est continue en aucun point.

5) Soit g la fonction définie par : g(z) = 0 si x n’est pas rationnel et g(z) = — si x est un rationnel écrit sous forme
q

irréductible 2 (p, q entiers). Montrez que g est continue en tout point irrationnel et non continue en tout point
q

rationnel.

7.3 Fonctions lipschitziennes

Une classe de fonctions continues bien pratiques : les fonctions lipschitziennes.

Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

On dit que f est lipschitzienne sur I quand il existe M > 0 tel que pour tout (z,y) € I?,

[f (@) = f(y)] < Mz -y

Oun dit alors que f est M-lipschitzienne sur I (ou lipschitzienne de rapport M).

Exemples.
— Les fonction affines sont lipschitziennes.
— La fonction valeur absolue est 1-lipschitzienne sur R, ainsi que les fonctions arcsin o sin et arccos o cos.
— La fonction z — 2% est lipschitzienne sur tout segment de R, mais n’est pas lipschitzienne sur R.

Exercices :

6) Montrez que les fonctions  — z" (ot n € N) sont lipschitziennes sur tout segment, puis que les fonctions
polynomes le sont aussi. Quelles sont les fonctions polynémes lipschitziennes sur R 7

7) Montrez que la fonction x — /z est lipschitzienne sur tout intervalle de la forme [a, +oco[ olt @ > 0, mais qu’elle
ne est pas sur [0, +oo[.

8) Montrez que la fonction arctan est 1-lipschitzienne sur R.

CProposition 4. Toute fonction lipschitzienne sur un intervalle est continue sur cet intervalle. )

Remarque. La réciproque est fausse, comme le montre ’exemple de la fonction racine carrée, continue sur
[0, +00[, mais non lipschitzienne sur ce méme intervalle.

7.4 Opérations sur les fonctions continues.

On montre les résultats suivants en se servant des th. d’opération sur les limites ou de composition des limites.

~

KThéoréme 12 (Théoréeme d’opérations sur les fonctions continues). Soit f,g deuz fonctions définies sur
un intervalle I et xg € I.

Si f et g sont continues en xq, alors f + g et f.g sont continues en xq ; si de plus, g(xo) # 0, alors S est
g

\_ continue en xg.

/
/Théoréme 13 (Théoréme de composition de fonctions continues). Soit f définie sur I et g définie sur un\
intervalle J tel que f(I) C J. Soit zp € I.

K.S'i f est continue en x( et g est continue en f(xq), alors go f est continue en x. )

En se placant en chaque point des intervalles, on en déduit les théorémes suivants.

Théoréme 14 (Théoréme d’opérations sur les fonctions continues). Si f,g sont deuz fonctions continues
sur un intervalle I, alors f 4+ g et f.g sont continues sur I ; si de plus, g ne s’annule pas sur I, alors i
g

est continue sur 1.

Théoréme 15 (Théoréme de composition de fonctions continues). Si f est continue sur I et g continue
sur un intervalle J tel que f(I) C J, alors go f est continue sur I.




