Mpi Devoir surveillé 5 - sujet Mines-Centrale

Sujet inspiré par Centrale 2004 MP.

Probléme 1

Pour z € R, on pose quand c’est possible

F(z) = /01 t*21n(t) In(1 — t) dt

I. Calculs de sommes

. =1 w2
On admet le résultat suivant : ; 2= 6
= = 1 =
On pose 5 kz:o @+ 12 ; Dk o ; n(n— 1)
Q 1. Montrer ’existence de ces trois sommes. Donner la valeur de 5.
too on
Pour z € R, on pose L(z) = Z I quand c’est possible.

n:0n+1

Q 2. Donner ’ensemble de définition de L et ’exprimer & ’aide de fonctions usuelles.

1 2
In(1—=x
Q 3. On pose I = / % dz. Justifier 'existence de I et la calculer par intégration par parties.
0 x

Q 4. Donner la valeur de Ss.

Q 5. Exprimez S3 a l'aide de S et Sy puis donner sa valeur.

II. Etude de la fonction F
Q 6.

1
Int
a) Montrer que pour tout « > 1, l'intégrale / r dt diverge. On pourra commencer par le cas o = 1.
0
. YInt
b) Montrer que pour tout « < 1, 'intégrale / o dt converge.
0

¢) Pour a > —1, donner la valeur de /1 t*Int dt.
Q 7. Donner ’ensemble de définition de (}7.
Q 8. Déterminer la limite de F' en +oo.
Q 9. Déterminer la limite de F' en 0.
Q 10. Montrer que F est de classe C' sur |0, 4+-o0l.

III. Un développement en série entiére

1
On pose G(z) = / t*In(t) dt pour x € | — 1, 1].
0

In(1 —¢
Q 11. On pose ¢ la fonction ¢t — (1 + n(t)) In(t). Montrer qu’on peut prolonger ¢ par continuité sur [0, 1] et que

e(t)

t— T est intégrable sur |0, 1.

Q 12. Montrer que F(z + 1) + G(z) a une limite réelle quand x tend vers 0.
Q 13. Pourt €0, 1], développer en série entiére la fonction x — ¢*. Montrer que la fonction z — F(2+1) est développable
en série entiére au voisinage de 0 en précisant le rayon de convergence R.

+oo
On pose F(x+1) = Z cra® pour |z| < R.
k=0



Q 14. Montrer que ¢ e (—1)*(k +1). Qu’en est-il de la convergence au bord de la série entiére E crpxh?
—+0o0
k>0

IV. Deéveloppement en série de F' et conséquences

1
Q 15. Rappeler sans démonstration le développement en série entiére de In(1 — ¢), ainsi que celui de -
“+oo
1
Q 16. Montrer que pour tout > 0, F'(z) = Z

(n+2)2(n+1)

n=0
Q 17. Calculer F(2), F(3).
Q 18. Montrer que F est de classe C* sur |0, +o0].
Q 19. Montrer le développement asymptotique suivant :

71‘2

1
+——1+0(1)

ac:>0 z2 6

1
Q 20. On pose H :z+ F(z) — —;. Justifier que H est prolongeable en une fonction de classe C* sur | — 1, +oo].
x

Q 21. Montrer ensuite que H est développable en série entiére sur | — 1, 1] et exprimer les coefficients du développement

+0o0 1
a l’aide d —_.
a laide des sommes Z 0 1)
n=1
—+oo
Q 22. Montrer que F est intégrable sur [X, 4o0o[ pour tout X > 0 et calculer / F(z) dx sous la forme d’une série.
X

F est-elle intégrable sur |0, 1] 7

1
Q 23. Montrer que F(z) —7

~ Y -
r—r+00 1’2



I.

Q1.

Q 3.

Devoir surveillé 5 - sujet Mines-Centrale - Corrigé

Probléme 1

1 1 1 1 1 1
@+ 12" T2 Gt Dk +1) 2k < Rk LE
termes positifs (TCPST) a des séries de Riemman convergentes (les exposants sont strictement supérieurs & 1), les
trois séries convergent.

Quand k — +oo, donc par comparaison de séries a

1
La série Z 72 est une série & termes positifs donc on peut effectuer des sommations par paquets :

SRR SRS RN G S S S P S S
K2 k2 2 (2k)2 < (2k+ 1 4Lag2 Tt 'l TR
k=1 kkp:air k mTplalr k=1 =1 =1

La série entiére E a méme rayon de convergence que la série géométrique E xQ”, qui vaut 1, donc f, comme
n

somme d’une série entiére, est définie au moins sur | — 1,1[ et au plus sur [—1,1]. Or si z = 1 ou = = —1, la série
2n

X
Zn+1
Tt n

x
On sait que le développement en série entiére (d.s.e.) de la fonction = — —In(1—zx) est Z —, valablesiz € |—1,1],
n

est la série harmonique donc diverge. Donc 'ensemble de définition de f est | — 1,1].

n=1
2N ) 22(n+1) )
donc dans ce cas, Z = —In(1 — z%), i.e. 7;) e —In(1 —z7),
1 22D (1 — 2?)

donc pour z € | —1,0[ U |0, 1], L(x):;nz::o o = et L(0) =
La fonction L est continue sur | — 1,1[ comme somme d’une série entiére de rayon de convergence 1. Et quand

In(1 — In(1
x—1,L(x) =— n( 5 z) _ In( —21—37) ~ —1In(1—z), or In est intégrable sur ]0, 1], donc L ’est aussi sur [0, 1[, donc

x x

1
Iintégrale I = f/ L converge.
0

Une primitive de ln est « — zlnx — z sur ]0, +00[, donc sous réserve de convergence,

_ 1 1/ _ _ . 1 1
I= [lln(lxz)} f/ < 2;1:2) X (1) dxr = {1111(11:2)} 72/ L sdz ...
z =0 o \1—=z z z R o 1—x

et zut ! la deuxiéme intégrale est divergente! Alors on modifie le raisonnement en changeant la borne 1 en une borne
X<1:

X 2 X X X
In(1 — 2?2) -1 , / 1 -1 , / 1 1
meor) (- o dr=—In(1-X?)— d
/0 x? dz {x n( I)} 0 0 1—m2dx X n( ) 0 1—£E+1-|-1‘ .

r=

- iln(1—X2)+1n(1—X)—1n(1+X): (1-)1,) In(1 - X) — (1+)1(> In(1 + X)

X
(X-1)n(1-X) X+1
Donc
I=-2n2
too 22k+1
On pose M (z) = Z FID@ED de sorte que So = M (1). Le rayon de convergence de cette série entiére est 1
k=0

X (2K + a2k
donc M est dérivable sur [0, 1] et sa dérivée est la fonction M’ : z +— Z — e M =1L
— (k+1)(2k +1)

1
De plus, d’aprés le th. de convergence radiale, M est continue sur [0, 1], donc M(1) = / L=-I=2In2.
0



Q5.

I1.
Q 6.

Q.

1 = = 4

1
nn— 12 k; E+1)(k+23)? kzzo (k+1)(2k + 1)2

On remarque que S3 = Z

1 2

1
— — :4 2 — = —4 - 2 - 1 2.
D@ T2 @k rDE (R (kg 1) (one 53 = 4251 = 52) = 85, — 4, =77~ 8l

et aussi que

Int 1 ! ~1 by
Pour o« = 1, pour tout z > 0, / 20t = [2(lnt)2} = 7(1111’)2 —; too Donc l'intégrale / n
e T—
diverge. ’
—Int —Int
De plus, si a > 1, alors comme ¢ € ]0,1], t* < tet —Int > 0, donc 0 < ; < m : par comparaison d’intégrales

Int
de fonctions positives, on en déduit que / o dt diverge.
0
Soit o < 1. On choisit alors un réel 3 tel que o < 8 < 1, de sorte que t?~*1Int ﬁ 0 par comparaison asymptotique
—

Int 1 1
classique, donc — =,° ( ) Or 8 < 1 donc la fonction t — est intégrable sur 0, 1], donc par comparaison,

o t— B8 )

Int Int
la fonction ¢ +— f—a est aussi intégrable sur |0, 1], donc 'intégrale / f—a dt converge.
0

1
n
Soit @ > —1, alors / t*Intdt = 7=a dt converge d’aprés ce qui précéde. Sous réserve de convergence, on
0
effectue une intégration par parties :

1

1 ta+1 1 ta-i—l 1
/ t*Intdt = Int —/ x = dt
0 a + 1 =0 o a + 1 t

La seconde intégrale est —_— / ——. di, qui converge puisque —a < 1, donc l'intégration par parties est licite. On

! L ga 1
/ t“lntdt:—/ dt = ———
o o a+1 (a+1)

La fonction f, : ¢+ t*"?IntIn(1 — ¢) est continue sur 0, 1.

a alors

Int
Quand t — 0, fo(t)~t*"2Int x (—t) = —i= fpar comparaison d’intégrales de fonctions positives, d’aprés la
1/2
question précédente, on en déduit que fz converge si et seulement si 1 —x < 1, i.e. z > 0.

0
1
Quand t — 1, f,(t) ~(t—1)In(1—1) = O carlnt~t—1:on aune fausse singularité en 1, donc 'intégrale / fa
- 1/2
converge toujours.
Conclusion : F(x) existe si et seulement si > 0. L’ensemble de définition de F' est donc |0, +o0].

On remarque que pour tout ¢ € ]0,1[, In¢1ln(1 —¢) > 0, donc les fonctions f, sont positives sur ]0, 1[ : comme leurs
intégrales de 0 & 1 convergent, elles sont donc intégrables sur ]0, 1].

De plus, pour tout = > 2, t* 2 < 1, donc 0 < f,(t) < Intln(l —t) = fo(t) et on a montré que fo est intégrable sur
10, 1] : il s’agit donc d’une hypothése de domination quand x > 2.

Or pour tout ¢ € ]0,1[, lim #*7? =0donc lim f,(t) =0.
T—r+00 T—r+00
1
D’aprés le th. de convergence dominée, on en déduit que lirf F(x) = / 0dt=0.
Tr—r+00 0
Pour tout >0 et t € ]0,1[, In(1 —t) < —t et Int < 0, donc IntIn(1 —¢) > —tInt donc f,(t) > —t" 'Int.

1
1
Par croissance de 'intégrale, on en déduit que F(z) > 7/ t* tntdt = — d’aprés Q 6 c. Donc par th.
0 X
d’encadrement, lim F(z) = +o0.
z—0



Q 10. On note ¢ : (z,t) = t* 2IntIn(1 —t) sur D =]0, +oo[x ]0, 1[. Cette fonction est clairement de classe C* sur D

I11.

Q 11.

Q 12.

Q 13.

0
par opérations et composition de fonctions de classe C* et a—i(x, t) =t""2(Int)?In(1 — t).
Soit @ > 0. Pour tout z > a et t € ]0,1[, 0< ‘g¢(x t)‘ <t (Int)?|In(1 — t)| = (t).
x

Int)? 1
Or ¢ est intégrable sur |0, 1 : comme en question Q 7, on a une fausse singularité en 1 et (t) Kool 7(;1172 =00 ( )
— —

1
si on choisit 0 < b < a, or t — i est alors intégrable sur |0, 1[.

o 0
On a donc trouvé une hypothése de domination sur 8—¢(x, t) pour z > a.
x

D’apreés le th. de dérivation sous le signe intégral, F' est donc de classe C'*! sur [a, +00]. Donc par réunion d’intervalles,
F Vest aussi sur |0, +o00[= U [a, +o0].
a>0

1
De plus, pour tout = > 0, F'(x) = / t*2(Int)* In(1 — t) dt.
0

B 1, n(1—¢) 1 t —tInt
In(l—¢t)=—t— §t + o(t*) quand ¢ — 0, donc 1 + — = _it + o(t) oo donc ¢(t) ~ 5 T
On peut donc prolonger ¢ par continuité en 0 en posant ¢(0) = 0.
In(1—1¢ In(1—¢) In(l1-t
Enfin, quand ¢ — 1, Int ~(¢t — 1) et lim (=t = —oo donc 1+ a( ) ~ al ) ~In(1l —t)
t—1 t t t
donc p(t) ~(t — 1) In(1 —¢) Y 0 : on peut prolonger ¢ par continuité en 1 en posant ¢(1) = 0.
—
t t -1 t
De plus, ¢ # est continue sur |0, 1] et # oo Int, or In est intégrable sur ]0, 1] donc ¢ — Q Pest aussi
—
sur |0, 1].
1 1 1
Fla+1)+G(z) = / t* Pntln(l —¢t) dt +/ t°1In(t) dt = / t*o(t) dt.
0 0 0
Pour tout ¢ € )0, 1[, lim t*o(t) = (t).
z—0
4 4
Pour tout t € ]0,1[ et 2 € | — 1, +oo, [t%p(t)| = e |p(t)] < e M|p(t)| = %7)‘ et t — # est intégrable sur
10, 1] (hypothése de domination).
1
D’aprés le th. de convergence dominée, limo Flz+1)+G(x) = / o(t) dt.
r—r 0
+00 k + k
Int Int
Pour ¢ € |0, 1], t* = *™ = Z (@ ]?! ) = Z ( r;:') z* (rayon de convergence +o0).
k=0
1 +oo
Donc pour z € | — 1,1[, F(z + 1) + G(x / ( (t)xk> dt : on veut intervertir Z et /
0
Int)k
On pose ¢y, : t — ( I}d) xFop(t).
© est continue sur le segment [0, 1] donc elle est bornée sur ce segment : on pose M = sup |¢|.
(0,1]
1 t
Pour tout k > 0 et t € ]0,1], |pr(t)] < [ntl® | |z[¥M et t — (Int)¥ est intégrable sur |0, 1], car négligeable devant
1
\% quand ¢ tend vers 0, donc par comparaison d’intégrales de fonctions positives, ¢j est intégrable sur ]0, 1[.
1 k koo
M M
De plus, pour tout k£ € N, / lpr] < ]LTI / |Int|* dt = ]5[' / |ul¥e~" du (changement de variable
0 - " Jo
t=e").

+oo 1
Or/ |u|*e~™* du = k! (résultat classique), donc / lor] < M|z|*. Comme la série Z |z|* converge (car |z| < 1),
0 0



Q 14.

IV.

Q 15.

Q 16.

Q 17.

Q 18.

on en déduit par TCSTP que la série Z / |pr| converge.
k>0

+oo k
Int
Alors d’aprés le th. d’intégration terme a terme, on en déduit F(x + 1) + G(z) = E (/ (Int) o(t) dt) zk
0

k!
k=0
Ceci prouve que z +— F(z + 1) + G(x) est développable en série entiére que | — 1,1[ et on ne peut pas faire mieux
car ¢ — F(z 4 1) est définie sur | — 1, +o00[ : le rayon de convergence R est donc 1.
-1 d 1

Enfin, G est développable en série entiére sur | — 1,1[, car si |z|] < 1, G(z) = m = o (1 +x) =
d (& k. k - ky., k ~ k k

- SR ) =Y (DR = (- DFT (R 4 D

k=0 k=1 k=0

+oo 1 n k
Donc F(z+1) = Z (/o a kj) o(t) dt + (=1)*(k + 1)) 2* pour |z| < 1.

k=0

(Int)k
k!

1 k k k
/ (h;j) w(t)dt’g/ “nt' lo(t)] dt < M/ ‘h;t‘ dt = M,
O .

alorsque|(f)(k+1)|—k+1-T++OO Donc ¢~ (=1)F(k+1).

1
D’aprés ce qui précéde, pour tout k € N, ¢, = / o(t)dt + (—=1)k(k +1).
0

Or il a aussi été montré que

k——+oo
Donc les séries Z cr et Z cx(—1)* divergent grossiérement.
k>0 k>0
+oo tk 1 +oo
— _ k
Pour tout t € | — 1,1[, In(1 — ¢) ——kZ:lE et e —kzzo(k—l-l)t

1 1 +o0 tk 1 [/+oo tx+k—2 Int
Pour z > 0, F(z) :/ t*2Intln(l —¢t)dt = —/ t*2Int ZE dt = —/ ZT dt
0 0 k=1 0 \k=1
1 [+ jpan—1
t Int

n=0
tz+n—1l
Pour n € N, on pose f, : t — TSR fonction intégrable sur ]0,1] (car  +n — 1 > —1 : voir question Q 6).
n
Pour tout eN/l|f -1 lt‘”"’lltdt LIRSV — (¢ a’ Q 6).
our tout n , nl = —— n = oujours d’aprés
0 n+1J, (n+1)  (n+x)? n—stoo n J P
1
Donc la série | converge : d’aprés le th. d’intégration terme a terme, F(x n =
;/ I ge: d’ap g /f O
+o00 +oo +00 +oo
1 1 1 1 1 1 1
F 2 = _— = — — = — — _—
@) ;)(n+1)(n+2)2 ;(n+1 n—+2 (n+2)2> 7§<n+1 n+2> ;)(n+2)2
w2 2
=1-(—-1)=2-"".
(F-1)-2-%
00 1 +o00 1 )
F(i) = —_— = ——— =S3=7"—8In2.
(3) nzzo(n—kl)(n—l—%)Q nzzon(n—%)2 s
1
On pose u, : t = ——————— pour n € N : c’est une fonction de classe C* sur ]0, +00|.
P (n+1)(n+2)? P ) [
1)k (k +1)! (k+1)!

1
Pour tout k € N, v (z) = done |ul® ()| < et la série Z —43 converge, donc les
n

(n+ 1)(n + z)F+2 ks

séries E uglk) convergent normalement, donc uniformément, sur [0, +o0.
n>0

D’aprés le th. de dérivation terme & terme, F' est de classe C™



Q 19.

Q 20.

Q 21.

Q 22.

Q 23.

F(z) = — d’apre 16.
58 G e

1
Or la série de fonctions nz;l uy, est normalement convergente sur |0, +o00[ et pour tout n > 1, hr% Up(x) = m,
= R | 1 72
donc d’aprés le th. de la double limite, ;1310; U (z) = ; T ; (—n g n2> =-1+4
1 w2
Donc F(x) Soa? + i 1+ 0(1).
+o00 1 +00
On reprend 'idée de Q 18 mais & partir du rang n = 1, car H(x) = —_— = U ().
p Q p g () ;(n+x)2(n+) ; ()

Pour n > 1, les fonctions w,, sont en fait de classe C*° sur | — 1, +00[ et encore une fois, il y a convergence normale
des derlvees k-émes sur | — 1, +o0].

Pour tout n e N* et z € ] — 1,1], ’£‘<|x\<1
n

+oo k +o0
donc un(z) = L x—t = 1 x Y (k+1) (*”) =3 ka,
k

(n+ 1)n? (1+ %)2 (n+1n? n — nF2(n+1)
+oo +<>o
k41
donc H(x nz:l kzo n’“ +2 o —14—_1 ) z¥. On veut intervertir les deux symboles Z Pour cela, on étudie la sommabilité
de la famille (ka) .
nkt2(n +1) 1<n,0<k
(—1*k+1) (k+1) =XRiIx k+1 .
S = Z ml’ = Z m Z Z nk+2 |1’| d apres le th de Fublnl
(n,k)eN*xN (n,k)eN* xN n=0 k=

sur les familles positives.

o0

Donc S = +ZOO LZ(kJr 1)|x| = +§ ! ! = +ZOO ! ! < 400 (somme
n?(n+1) n —~ nZ(n+1) (1 2 (n+1) (n2 — |z|)?

n=1 k=0 — m) n=1
n

d’une série positive convergente), donc la famille est sommable, on peut intervertir les symboles par le th. de Fubini :

=325 G S e (X g )
— 5, &L = — _ | x
k+2 k42 )
h—on=1"" (n+1) k=0 g (n+1)
ce qui prouve que H est d.s.e. sur | — 1,1].
1
Soit X > 0. Sur [X, +oo[, les fonctions w,, sont intégrables car u, (z) N
r——400 I
D1/+°O|()|d 1/+001d ! donc 1 Z/||
e plus up(z)| dz = ——dr = —————— onc la série u
P, X " n+l/)x (n+x)? (n+1)(n+ X) n%+oon2 = "
converge.
+o0 too 1
D’aprés le th. d’intégration terme & terme, F' est intégrable sur | X, 4o00] et / F(x)dx = —_—

1
F n’est pas intégrable sur ]0, 1] car F'(x) ~oTZ d’aprés Q 19.
z—0 T

1
Comparaison série-intégrale : & x fixé (x > 1), t —» ————————— est positive, décroissante et continue sur
& t+ 1)t +a)2
T
[07 +OO[7
1 et 1 1
donc pour tout n > 0, < dt <
P - (n+2)(n+1+x)2\/n t+1D)t+x)2 = (n+1)(n+x)?

1 oo 1
donc en additionnant de n =0 & +oo0 : Fi(z) — — < / (S ETSE dt < F(x).
x 0 €T

En utilisant une déc. en éléments simples, on calcule

+oo 1 l—z+zlnzx zlnz Inz
I(x) :/ dt = ~ =
o (t+1D({t+2x)? z(x—1)%2 z—+o0 a3 x?




. . 1
Puis on utilise 'encadrement I(z) < F(z) < I(x) + —; et on remarque que
x

1 Inx
donc I(z) Nete I(x) + S~ donc F(z) e

Inx



