Mpi Devoir surveillé 3 - sujet Mines - Centrale

Probleme 1 - D’apres Centrale MP 1 - 2009

Notations
On note E l’espace vectoriel normé des applications continues du segment [0, 1] dans C muni de la norme
F=lfll= sup |f(t)], et ZL(F) 'espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans lui-méme.
0<t<1
Soit v un élément de £ (F), et f un élément de F, l'image de f par v est notée vf. L’espace Z(FE) est muni de la norme

v ol = sup [of].
I£1<1

La deuxiéme fonction eulérienne notée I' est la fonction réelle définie sur I'intervalle |0, +oo[ par la formule suivante :

+oo
Var €]0, 400 F(a:):/ oter=1 gt
0

Le probleme se propose d’étudier quelques propriétés d’un opérateur appliquant £ dans lui-méme qui est introduit dans
la troisiéme partie. Pour ce faire, on met en place dans les deux premieres parties des outils nécessaires a cette étude.

I. Questions préliminaires
Q 1. Montrer que I est bien définie et continue sur ]0, 4+o0].

On admettra que
— cette fonction est indéfiniment dérivable sur l'intervalle ]0, +o00[ et, pour tout k € Net > 0 :

+oo
%) (z) = / (Int)Fe tm1 dt
0

— pour tout > 0, I'(x + 1) = 2T'(z) et comme I'(1) = 1, il en découle que pour tout entier naturel n, I'(n 4+ 1) = n!.
Q 2. Montrer qu'il existe un réel ¢ de l'intervalle |1, 2[ tel que I'(c) = 0.
Q 3. En déduire que la fonction I" est strictement croissante sur l'intervalle [2, 4+o0].

Q 4. Montrer que, pour tout nombre réel v > 0 ,

7% =o(I'(x)) au voisinage de + o©

II. Comportement asymptotique de la somme d’une série entiere au voi-
sinage de la borne supérieure de son intervalle de convergence

II.A - Soit ¢ une application continue et positive de l'intervalle [0, +oo[ dans R, intégrable sur I'intervalle [0, +00[. On

suppose de plus qu'’il existe un nombre réel tg > 0 tel que la fonction ¢ soit décroissante sur U'intervalle [tg, +00[.

Q 5. Soit h un réel strictement positif.
nh

a) Prouver que pour n suffisamment grand, 0 < h ¢(nh) < / o(t) dt.
(n—1)h
+o00
b) Montrer que la série Z h ¢(nh) converge.
n=0

. Soit a > tg et h > 0. Montrer qu’il existe a > 0 tel que
Q 6. Soit to et h > 0. Mont il exist 0 tel

+oo too +oo
Vh € 10,q] /hLaths(t) < Y h¢(nh)</ B(t) dt

w1 "L

h—0,h>0

+oo 400
En déduire que :  lim h¢(nh) = / o(t) dt.
n=| #]+1 ’



Q 7. Prouver que :
+oo —+o0
li h h) = t) dt
i h ot = [ o0

I1.B - Pour tout nombre réel a > 1, on note g, la fonction définie sur I'intervalle [0, +oo[ par la formule g, () = e >~

Q 8. Vérifier que la fonction g, satisfait aux conditions du IT.A.

En déduire que :

+oo
xJi{g<1(— Inx) Z;)ga(—nln x) =T(a)

+oo
Q 9. On considere la série Z n® tz™ ol  est un réel.
n=0
a) Préciser les valeurs de & pour lesquelles cette série converge. On note S, (x) la somme de cette série.
b) Prouver que, lorsque x tend vers 1 avec x < 1, alors :

Se () ~

III. La premiere fonction eulérienne

II1.A -

Q 10. Etablir que, pour tout couple (a, 3) de nombres réels strictement positifs, la fonction ¢ — t*~1(1 — ¢)?~! est
intégrable sur l'intervalle |0, 1].

1
Pour tout couple («, 8) de nombres réels strictement positifs, on pose : B(a, ) = / 11 —t)P~ L at.
0

Q 11. Prouver successivement pour tout couple («, 3) de nombres réels strictement positifs les relations suivantes :

(1)  B(e,f)=B(S,a)

+oo ta—l t
) (o, B) /0 A5 1077 dt (on pourra utiliser le changement de variable u T3 )
e
18) =
(#it) B(a+1,5) P BB(a,B)

ITI.B - On se propose d’établir pour tout réel a > 0 et tout réel 5 > 0 la formule suivante :

Q 12. A laide de la relation (iii) montrer qu’il suffit de prouver I'assertion lorsque les réels a et B sont strictement
supérieurs a 2.

Q 13. Soient « et § deux nombres réels strictement supérieurs a 2. Pour tout entier n strictement positif, on pose

1B (-8

k=0

a) Etablir que la fonction 1, g : t = t*~1(1 — )71 est lipschitzienne sur le segment [0, 1].
On note A, g un réel tel que V(z,y) € [0,1]*  [|¥a.5(%) — Va.s(y)| < Aap |z — |

b) Prouver que, pour tout entier n strictement positif :

Ao
2n

|un(a75) - B(avﬂ)‘ <



¢) On reprend les notations de la question Q 8.

Etablir que, pour tout nombre réel z de l'intervalle [0,1] :
+oo
Sa(z)Ss(x) = Zun(a,ﬁ)n“+ﬁ_1x"
n=0

Déduire de la question Q 12 b que, pour tout réel z, 0 < z < 1,

Ao
2

1Sa(2)Sp(2) = B(a, ) Sarp(®)] < —=Sarp-1(2)

En utilisant le comportement des fonctions (S, ),>1 au voisinage du point 1, conclure que :

[(a)l(B) = B(a, B)T'(a + p)

ITI.C - Formule des compléments.

Q 14. Etablir que la fonction o — B(a, 1 — @) est continue sur P'intervalle |0, 1.

Q 15. Soient p et ¢ deux entiers tels que 0 < p < q.

2+ 1 w+1 oo 42p
p(P*rl 2+ :2q/ Tt
2q 2q 0 1+ t%e

a) Vérifier que :

k+1

.2 -,
b) Pour tout entier k compris entre 0 et ¢ — 1, on note z; = e' 2« ". Etablir que :

-1
(*) L%:_iqZZQp+l ]- . ]_
1+ X24 2qk:0 k X—zr X+2z

1
¢) Apres avoir vérifié que, pour tout (a,b) € R x R* | la fonction ¢ — 3 In ((t — a)® + b*) + iarctan (ba> est une

primitive sur R de la fonction ¢ +— , prouver, en utilisant judicieusement la relation (x), que :

t — (a+ib)
oo 42p T g1 _—
= i p
/0 T = g P
k=0
En conclure que :

too ¢2p T 1

0 1+t 2(] sin (21572171.)

Q 16. Montrer ’égalité suivante, appelée formule des compléments :

Va €10,1] B(ay1—a) =T(a)[(1 —a) =

sin T

IV. L’opérateur d’Abel

Dans toute cette derniére partie, on suppose que « est un nombre réel appartenant & Uintervalle ]0, 1[.
IV.A -

Q 17. Etablir que pour toute fonction f de E et pour tout réel z de lintervalle 10,1], la fonction f
intégrable sur l'intervalle |0, z[.

Q 18. Pour tout élément f de E, on note A, f la fonction définie sur le segment [0, 1] par les formules suivantes :
Aof(z)=0 siz=0

_ [T @ :
Aaf(x)—/o mdt si0<z<1



a) Vérifier que, pour tout f élément de E et tout réel 2 du segment [0, 1],

_ 1« ! f(.]?t)
Aof(z) == /omdt

b) Montrer que, pour tout élément f de E, la fonction A, f est une fonction continue sur le segment [0, 1].
c) Etablir que Papplication A, : f — Aq f est un endomorphisme continu de I'espace vectoriel normé E et que :

1

Ayl = sup |Aofl| = ——
40l = sup 14071 = 72

IV.B - On définit la suite (A}),>0 par la condition initiale Ag = idg (application identique de E) et, pour tout n > 0,
par la relation de récurrence suivante :

APt = A, o A"

(63

Q19. Onposef=1-aqa.

a) Pour tout entier n > 1, pour tout f élément de E et pour tout = du segment [0, 1], établir I'inégalité suivante :

=" (T(B)"

A1) <

11

b) En déduire que, pour tout n > 1, A% est un endomorphisme continu de E et que :

n )"
[AGI <
I'(1+npB)
Q 20. Pour tout nombre réel positif v, montrer que :
1_‘ n
()

=S )

On pourra utiliser le résultat de la question préliminaire Q 3.

Q 21. Soient A un nombre complexe non nul et f un élément de E.
+oo
a) Prouver que la série de fonctions Z A" AL f converge simplement sur le segment [0, 1]. On note g la somme de cette

n=0

série de fonctions. Pour les 8/2 : on admettra que g € E. Pour les 5/2 : montrer que g € E.

b) Prouver que
(idg — AMa)g = f

¢) En déduire que, pour tout nombre complexe A non nul, 'opérateur idg — A\A,, est inversible et que :

+oo
(idp — Ma) ™' =D A"AL
n=0

+00 +o0
ol Z A" A7 désigne l'application f +— Z ATAL(S).
n=0 n=0

IV.C - Pour tout entier naturel n, on note e, la fonction monoémiale ¢ — ¢".

Q 22. Soit n un entier naturel.
a) Calculer A,e,.
b) En déduire que :
™ & 1
A oA —_ 7 CnAl
(A1-a© Aa)en sinTan+1

Q 23. Ce résultat suggere d’introduire 'opérateur P défini sur F par la formule suivante :

vre[0,1] | Pf(m):/omf(t)dt

Ainsi, avec cette notation, pour tout entier naturel n,

(Al—a © Aa)en = Pe,




Etablir que, pour toute fonction polynémiale 1),

s

(A1—a 0 Aa)h = Py

sin T

Q 24. Formule d’inversion d’Abel.

a) Montrer que ’endomorphisme P est un endomorphisme continu de E tel que :

IP]l = sup [Pf] =1
I£1<1

b) On pose B, = A1_, o A,. Montrer que :
B,= —p
sin Tor

¢) Soit D l'opérateur qui & toute application continfiment dérivable de [0, 1] dans C associe sa dérivée.

Montrer que D o B, est bien défini et que :

d) En déduire que 'opérateur A, est injectif.
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Probléeme 1

I.
Q 1. Soit z > 0. On pose g: t — e 4%~ L,
11 est clair que g est continue sur ]0, +0o0[.
— Par comparaison asymptotique classique, 0 < g(t)

1 Hoe
0 <1§2) donc l'intégrale / g converge.
1

t~>7+oo

1
— 0<g(t) Rodtner: et 1 — z < 1 donc l'intégrale /0 g converge.
—+oo
Donc l'intégrale g converge (et méme g intégrable puisqu’elle est positive).
0
De plus,

— pour tout ¢t > 0, la fonction x — e~ {#* 1

— soit 0 < a < b deux réels :
— pour tout ¢ € ]0,1] et x € [a,b], [e7#* 7| <e*7! (car Int < 0)
— pour tout t € ]1,+00] et z € [a,b], [e "7 < e P! (car Int > 0)
On pose o £ s {e_tt“_1 site]0,1]

e P site 1, 4oof

est continue sur |0, 00|

 est intégrable sur ]0, +00[ (méme preuve que pour 'intégrabilité de g) et on a donc une hypothése de domination
sur [a, b].

D’apres le th. de continuité sous le signe / , T est continue sur [a, b].
Comme ceci est vrai sur tout segment [a, b] inclus dans ]0, +o0o[, on en déduit par réunion d’intervalles que I" est
continue sur |0, +o0].
Q 2. I'(1) =T(2) = 1. Comme I' est continue sur [1,2] et dérivable sur |1,2[, d’aprés le théoreme de Rolle, il existe
c €]1,2[ tel que I'(¢) = 0.
+oo
Q 3. Pourz >0, I (z) = / (Int)%e "1 dt est 'intégrale d’une fonction continue, positive, non identiquement
0

nulle, donc I'(z) > 0. Donc I" est strictement croissante sur |0, +oo[. On en déduit que I'" est strictement positive
sur Je, +o00[ et T strictement croissante sur cet intervalle; a fortiori sur [2,4+o00[.

Q 4. Comme (I'(n))n>1 tend vers +o00 et que I' est croissante au voisinage de 400, I' tend vers +oo en +o00. On peut
donc limiter I’étude a ~v > 1.

Pour x > 2, on note n sa partie entiere.

% ,yn-&-l ,yn—l

fo ST = o

,yn—l x
<'> converge vers 0,
(n—1)! n>1

X

On a alors : 0 < . Comme la partie entiere tend vers +oco en +oo et que la suite

) m 0, i.e. v* = o(T'(x)) au voisinage de +oo.

II.
ILA -

Q 5.
a) Pour n > (tg/h) +1:Vt € [(n— 1)h,nh] C [to, +o0], ¢(t) = ¢(nh).

nh nh
Donc / o(t) dt > / o(nh) dt = ho(nh) > 0.
(n—1)h (n—1)h
nh
b) Comme ¢ est intégrable sur [0, +o0], la série Z/ ¢(t) dt converge; on déduit de (II.A.2.a) la convergence
(n—1)h

de la série Z h¢(nh) par th. de comparaions de séries a termes positifs (TCSTP).



Q 6.

Pour n > (tg/h) + 1, pour la méme raison qu’au (II.A.2.a) :

(k+1)h kh 0o 00 +oo
pour tout k > n, / o(t) dt < ho(kh) < / ¢(t) dt, donc /+ o(t) dt < Z ho(kh) < / o(t) dt.
k k=n

h (k—1)h nh (n—1)h

On veut pouvoir spécialiser n en {%J + 1, il faut et il suffit donc que h {%J > to. Or par définition de la partie
tiere, | 2] < <[] +14d drement, lim h || =a >t
entiere, | — - - onc par encadrement, lim h |- | = a .

T I P w50 Lh 0

donc il existe « > 0 tel que pour tout h € |0, a], h {%J > tg, d’ou I'inégalité demandée.

De plus, par continuité de la fonction x — / ¢, on en déduit encore par encadrement que :

“+oo +o00
h—}gﬁ>0 Lz‘] h¢(nh) - [1 ¢(t) dt
n=| ¢ |+1

Soit € > 0. On fixe d’abord a tel que a >ty (@ = tp + 1 si on veut) pour utiliser le résultat précédent :

il existe 5 > 0 tel que pour tout h € ]0, 3], Z h¢(nh) — / o(t) dt| < e.

n=|&|+1
L#]
Puis on étudie }llin% Z h ¢(nh), qui est presque une somme de Riemann, donc on va s’inspirer de la démonstration
—
n=0

de ce résultat pour prouver

Ll a
}lllg%);hﬂnh)—/o 6

Comme ¢ est continue sur le segment [0, a + 1], elle y est uniformément continue (th. de Heine) :
il existe a > 0 tel que pour tout (z,y) € [0,a + 1]?, si |z — y| < « alors |p(z) — d(y)| < %

a
Soit h € ]0,af et h < 1. Pour un tel h, on pose ensuite N = L%J +1,desorte que 0 <h <2h <...<(N—-1)h<
a< Nh<a+1.

Alors pour tout k € [0, N — 1], pour tout ¢ € [kh, (k+ 1)h], |t — kh| < h < a donc |¢(t) — ¢(kh)| <

N—-1

(k+1)h
Z(/kh o(t) dt h¢kh>

k=0

N-1

(k+1)h
/ 1) dt — ho(kh)
k+1)
/ o(t) — o(kh)) dt

k+1)h
/ — o(kh)| dt
k

c’est-a-dire
Nh

o(t) dt — thbkh Nh— (a+1)

+1

=&

0 a+1

x a
Or la fonction x — / ¢ est continue et lim Nh = a, donc lim ¢ = / ¢.
0 h—0 h—0 Jo 0

IE AR

Finalement, pour tout h € ]0, min(«, 3,7, 1)], on a par inégalité triangulaire :

+oo +oo
/0 ¢(t)dt —h >y ¢(nh)| <
n=0

Donc il existe v > 0 tel que pour tout h € ]

Nh “+00
B(t) dt — Z Blnh)

@ =(N+1)h

Nh (N=1)h
¢(t)dt —h Y ¢(nh)|+
0 n=0




donc

+o0 too
/ ¢(t)dt —h > p(nh)| < 3¢
0

n=0

II.B -

Q 8. Pour a < 1, la fonction g, ne peut étre prolongée en une fonction continue sur [0, +oo].

Pour la suite, on suppose « > 1. Alors g, est continue sur [0, 4+o00[ (apres prolongement naturel en 0) et intégrable
sur [0, +00] (d intégrale I'(« )) Elle est dérivable sur 0, +oo[ et g/, (t) = e "t 2(—t +a — 1). Donc g/, est négative
sur [a—1, 400 et g, est décroissante sur cet intervalle. Les hypothéses du (II.A) sont donc satisfaites par ¢, a > 1.

—+oo +oo
Pour x €]0,1[, h=—1Inz > 0 et h;ga(nh) =(—Inzx) T;)ga(—nlna:)) comme h P 0 avec h > 0, d’apres
+o0 400
(ILA), (= Inz) Z%ga(—nlnx)) P /O 4o = T().

Q9.

a) On étudie la convergence absolue de la série g no~lgn

pour z # 0 :
|(n+1)a 1 n+l|

|na lmn|

a—1
(1 + ) || —+> |z|; d’apres la régle de d’Alembert, comme ‘na_lx"’ > 0 pour tout

n>1,si|z| <1, la série Z |n*~'a™| converge, si |z| > 1, elle diverge.

Et pour x = 1 ou z = —1, no‘_lx"| = n“"! ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oco, donc la série diverge
groissérement.
Donc la série entiere E n® 12" converge si et seulement si |z[< 1.

b) Pour x €]0,1], go(—nlnz) = (= Inz)* 'n* 12" = (—Inz)* 1S, (2).

_ @ . P(a) . . _
—Inzge(—nlnz) = (—Inz)*S,(x) m I'(a) # 05 donc S, (x) Chape au voisinage de 17. Comme
(o)

Inz ~ 2 — 1 au voisinage de 1 : Sy (z) ~ au voisinage de 17.

(1 —x)e

I11.

II1.A -

Q 10. La fonction ¢ +— t*71(1 — t)ﬁfl est continue sur |0, 1[. Equivalente en 0% & t®~ !, elle est intégrable sur ]0,1/2] si
et s.si a—1> —1, i.e. « > 0. Equivalente en 1~ & (1 —)#~1, elle est intégrable sur [1/2,1[siet s.si 8 —1> —1,
i.e. 3 > 0. Elle est donc intégrable sur |0, 1] si et s.si « et 8 sont strictement positifs.

Q11.
(i) Egalité obtenue avec le changement de variable affine t — u = 1 —t, qui est C" et bijectif de ]0, 1[ sur lui-méme.

(ii) v = T & t = %; urt= T a est un changement de variables C* et bijectif de ]0, 1[ sur 0, +oo[;
— u
dt 1 1
7:7,to¢71 1—¢ _ a+572: afli'
du  (1+w)?’ ( ) < > " (14 w)ath—2

1 uozfl

+o0 +oo
Donc B = o=t du = —— du.
onc B(a, 3) /0 w et (1—|—u) u /O T aers
l—e _(1_t)/3 1—e a l—e
(iii) Soit e €]0,1/2]; par parties,/ t(1—t)P"1 dt = {t”‘} —l—f‘/ 71 —1)f de.
€ 15 €

B B
—(1- t)ﬁ
B

Comme « et (8 sont strictement positifs, t¢

. Y l1—¢
donce {to‘ (-1 } 0.
ﬁ c e—0

De plus, t* 1 (1 —t)? =t 11 =)’ (1 —t) =t (1 — )P~ — (1 — 1) !

tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 ou 1;

e—0

1—¢
donc / t*" (1 —t)# dt — B(a,B) — B(a+1,5).

g(B(oz,ﬂ) — B(a+1,8)); puis: B(a+1,8) =

On en déduit : B(a+1,58) = 5

(07
mB(Oé, B).



II1.B -

Q 12.

On suppose que Vo, 5 > 2, B(a, ) = m.
Soit a, 8 > 0.
Be§) = “TlBa+1,) =Tl I g0 g 5 = CEIOE I g5 0 49)
atfatl+pfa+pf+2 _at+Bat+l+Ba+p+2a++3
5 P 5 BB+ 1,a+2)= ” o 5 R B(B+2,a+2).
Comme « + 2 et 5+ 2 sont strictement supérieurs a 2 :
Da+2T(B+2) (a +1)al'(e) (B +1)BL(B)
Bf+2,a+2) = Pla+B8+4)  (a+B+3)(a+B+2)(a+B+1)(a+ B (a+5)
Apres substitution et simplification : B(a, 8) = ?((Z)i(g)).

Comme a — 1 et § — 1 sont strictement plus grands que 1, ¢, g est de C! sur le segment [0, 1], donc sa dérivée est
bornée. Donc v, g est lipschitzienne.

n=1 . (kt+1)/n I
Soit n € N*; B(a, ) — un(a, 8) = Z /k/ <¢a,ﬁ(t) - d}o"ﬁ(n)) dt.

Comme, sur [k/n, (k+1)/n],

k k k
0 5(t) — Vo s() < Aa gt — 2l = Ay st — 2, :
00~ Yo (2)| < Aast = | = Ansle = £ ona

(k+1)/n k
/ (wa,mt) wa,am) dat
k/n n

-1 (k+1)/n k
gz /k/n (¢a7ﬁ(t)¢a,,ﬁ(n)> dt| < n

k=0

/(k+1)/ A ( ]C) A 1
< aplt——) dt = Ay 5.—.
k/n 7 7 2n?

)

On en déduit : |B(a, 8) — upn(a, B)| Aap _ Aap

" 2n? 2n

Pour z € [0, 1], les séries Zn“ Lem et Znﬁ Lz™ convergent absolument, donc la série produit converge abso-

lument et sa somme est le produit des sommes, soit S, (2)Ss(z). Le terme d’ordre n de la série produit vaut :
n

n a—1 -1
Zk’a_l(n B k)B_lxn — potB-2 Z (k) <1 _ k>ﬂ 2" — petB-1y, (o, B)a"
— n n — n b N

k=0

On en déduit que : Sy Z n® Py, (o, B)z™.

Par différence : S, (2)Ss(z) — B(«, 8)Sats(x Zna+6 " (un(, ) = B(a, B)) 2"

Avec la majoration du (2.b), on obtient :

@ n Aa = [e% — n Aa,
|Sa(2)S5(x) = Blev, ) Sars(a |<Zn 0 Jun (0, 8) = Blaw f)l " < =2 Y nt e = 2R S0y 50 (@),

n=0

En multipliant par (1 — z)**# :

(1= 2)*Sa(@)-(1 = 2)75(2) = Bl B)-(1 — ) Ssp@)]| < Z22(1 = 2).(1 = 2)* 1551 (2).
Comme «, 8, a + [ et o+ S — 1 sont tous supérieurs a 1, on peut utiliser la question Q 9 :
(1 —2)*Sa(x).(1 = 2)7Sp(x) — B(a, B).(1 — )" Sa15(2) oo L@L(B) = B(a, AT (a + )

et %(1 —2).(1 —2)*"P7 18, s 1 (z) ——— 0;

rz—1,x<1

donc [D(@)T(8) — B(a, B)T(a + B)| < 0, i.e. T(@)D(8) — Bla, B)T(a, ) = 0.

II1.C -

Q 14.

Pour « €]0,1[, 1 — « €]0, 1], donc B(a, 1 — ) existe bien.

B(a,1 —a) = /1 fla,t) dt avec f: (a,t) —» t*(1—t)~“
0



e Pour tout « €]0,1[, t — f(a,t) est continue (par morceaux) sur |0, 1.
e Pour tout ¢ €]0,1[, a — f(«,t) est continue sur |0, 1].
e Domination de f sur le segment [a, b] C]0, 1] : comme une exponentielle de base inférieure & 1 est décroissante sur
R, Vt €]0,1[, Va € [a,b], 0 < f(a,t) <t* 711 —t)7% et t s t*7 (1 — t)~° est indépendante de a et intégrable sur
10,1[ (comme en Q 10).
D’apres le théoréme de continuité sous Uintégrale, o — B(a,1 — «) est continue sur |0, 1.

Q 15.
a) D’abord, (2p +1)/(2q) €]0,1].

2 1 2 1 +oo 4(2(p—a)+1)/2q)
p+1 ., 2p+ )/ tEe- v
0

D’apre 11 (ii), B
apres Q (ii), < 5 5 T 1

Le changement de variable u — ¢ = u??, difféomorphisme de ]0, +-o0o[ sur lui-méme, permet d’obtenir :

2 1 2 1 oo 2(p—a)+1 +oo 2p

B Pt ,1— Pt :/ u7.2qu2q_1 du:2q/ Y
2q 2q 0 1+ u24 o 1+wu?

b) Les 2, k compris entre 0 et ¢ — 1 et leurs opposés sont les 2q zéros de X274 1 (et ils sont simples).

2p
Comme A = X?” a un degré strictement inférieur & B = X2¢ 4 1, la partie entiére de T3 X% est nulle. Le

X2 X2p = ak by,
développement en éléments simples de Tr X2 s’écrit donc : T x4 = kz_o (X . + X+ 2

Alzy) A(—2k)
B/(Zk) B/(—Zk).

), ou les ay et les

by, sont des nombres complexes définis par : a; = et by =

2 2
Or B' = 2¢X?17 1 et 2;7 = —1; donc B'(z;,) = et B'(—z) = el ; d’ott la formule de I’énoncé.
2k 2k
¢) Vérification par simple dérivation.

Pour tout k& compris entre 0 et ¢ — 1, la fonction :

W it <;1n ((t —Rez)? + (Im 2) ) + iarctan <tRezk>>

Imzk
1 9 N . t+ Rezp
3 In ((t + Rezg)® + (— Im 2;)?) + iarctan (—Imzk>)
1. (t—Rezp)?+ (Imz)? t —Rezg t+ Rezp
=-1 tan | —— = tan | ———*
2 n (t - Re 2)2 + (T 21)2 + 1| arctan Tm 21 + arctan T 21,

1 1
t— 2k t—}-Zk.

est une primitive de ¢

Comme Im z, = sin7w > 0, wi(t) — 7i; et wi(0) = 0.
t——+oo

2p
: 2p+1 e t
La fonction w = — E z; PH1 ) est une primitive de t +— T
1 K T (i
2p+1_. . 2p+1
De plus, w(0) =0 et w(t) — —— PR = =) Pt
t—+o0 2q 2q
k=0 k=0
“+o00 t2p 71_ q—
On en déduit que : — 5, dt=limw— w( —i— g
k
s 2ptl . 2p+1 . 2p+1
Or z,fpﬂ:e”r 2 .(e”r a ) ete™ 0 #£1;
. 2p+41 .
. opt1 @ pq a_1 . 2p+1 ”7(21""1) — -2
donc Z2p+1 1 2q N elﬂ' 2q —
t jp2ptl - Y oip2ptl o 2ptl _jg2ptl 2 2p+1 "
e’ "a —1 ™ 2q¢ (™ T2¢ — ¢ 2 ) isin m<£E—= %

o0 2
t°P 1
Finalement, / — e At = T 72+1
o 1+t 2q sin =

Q 16. Pour tout « de la forme a = ,avec 0 <p < gq, p,q € N, on a ainsi :

oo g2 ™
B(a,lfoz):2q/ 0 dt == )
0 14 t4a sin To




1
Comme a — B(a,1 —a) et a — ,avec 0 < p < gq,

- sont continues sur ]0,1[ et que I'ensemble des
sin o

p,q € N, est dense dans ]0, 1[, on peut affirmer : Va €]0,1[, B(a,1 — a) = il

De plus, I'(a)T'(1 —a) = B(o,1 — )T (a4 (1 — a)) = B(a, 1 — «).

IV.

IV.A -
f(t)
(x —t)>

est sur [0, z[ (de référence, avec o < 1), t

f(t)
(z — 1)

est intégrable sur [0, z[, donc sur ]0, x[.

”f” , comme

Q 17. La fonction t — ;
(x —1t)

est continue sur [0, x| et, pour tout ¢ € [0,z[, on a <

5(t)
(@— b

1
(x =)«
Q 18.
a) Pour z €]0, 1], changement de variable affine u — ¢ = ux ... La formule reste valable pour z =0 (1 —a > 0).
fat)

dt.
1—t)e

b) Comme x > x'~* est continue sur [0, 1], il suffit de montrer la continuité de la fonction 2 /

f(zt)
(1—t)e

f(zt)
(I—1)

o domination sur [0,1] : pour tout ¢ € [0, 1] et tout = € [0,1], ona: ‘

e Pour tout z € [0,1], t —

est continue (par morceaux) sur [0, 1[;

e pour tout t € [0, 1], z —

est continue sur [0, 1];

f(zt)
(1—t)

< 171 ; la fonction ¢ — 11
(1-t) (1—t)

est continue, intégrable sur [0, 1] et indépendante de x.

b f(at)

o (L—1)*
¢) Par linéarité de 'intégrale, A, est linéaire. D’apres (IV.A.2.b), A, est un endomorphisme de E.

Donc = — dt est continue sur [0, 1]; donc A, f est continue sur [0, 1].

Continuité :

1 1
Ve, Vme[ovl],lz‘laf(x)léx“”-/o Yl e [ M amin [ = 1

1 1
Donc,Vf € E, ||Anf]| < —— Hf|| On en déduit que ’endomorphisme A, est continu et que |||Aq ||| < ST
-«

1 1
De plus, si f est la fonction constante 1, || Ay f]| == T [ £1]. Donc ||| Aa]|| = T—a

IV.B -

Q 19.
a) Pour n =1, on reprend la méthode de majoration du (IV.A.2.c) :

ponr tont & € (0.1, 4@ < 111 [ T =02 171 =2 151 s
s (D))"

m”f”
VAL | [HAREO] e CO)
[ ‘“‘g / P <t GO [

w1 wrns_(DB)" _ s (L)
A (@) < 2" R BB+ L1 —a) [If] = 2T m R B + 1. B) I

_ s CB)" TSV | s DE™
P(+nB) T((n + 15 +1) Hn+1)5+1)

Soit n > 1; on suppose : Vx € [0,1], |AL f(z)] < 2"

Soit © € [0,1]; |A”+1f ()] = z?

Donc

Par récurrence, on a donc : ¥n € N*, Vz € [0,1], |AL f(z)] < x"ﬁ% 71
b) On en déduit : Vn € N*| ||AL f|| < m [I£]l. Autrement dit, ’endomorphisme A, de E est continu et
)"
AN € =—F—
AZI < prrs
Ty _ are)" 1 (YL (B)) /D)o

Soit v > 0; alors 4™

T(A+nB)  T(1+nB)  GEAH T +ng) e 4P 1)



Q 20.

Q 21.
a) Soit A € C.
s g e (T
Pour tout n € N*, A" AQ f[| < [A| NEE] I £1I-
W O (1Y e O (VY e )
Or " (VA= (5) @I pres 1l = o (5) ) s done a serie 3 [0 ) converge

et la série Z A" AL f converge normalement donc uniformément sur [0, 1].

N
b) Pour tout N € N*, (Id E — \A,) Z)\nAgf = f - ANFIgNHLf,
n=0

N
T (Z A"Agf) converge uniformément sur [0,1] vers g; <Z AAN f ) est une suite d’éléments de E (i.e. de
N

N
N
fonctions continues), donc g est continue (g € F) et (Z APALf converge vers g dans E. Comme Id E — \A,
n=0 N
N
est continu dans F, ((IdE — AA,) Z A”Agf) converge dans FE, i.e. uniformément sur [0, 1] vers (Id E— AA,)g.
n=0 N

D’autre part, ()\NHAéVHf)N converge uniformément vers 0 sur [0, 1], i.e. converge vers 0 dans E.

Donc (IdE — MAy)g = f.
+o00
¢) D’aprés la question précédente, (Id E — AA,) Z AAL =1d E.
n=0

On montre de méme : Vf € F, (Z A"AZ) (IdE — ML) f = f, i.e (Z /\"A”> (IdE — XA,) =1dE.

+oo
Donc Id E — AA,, est inversible dans E, d’inverse Z ATAL.
n=0
IvV.C -
Q 22.
1
)" I'(n+1)T(B)
Aqen = 2 (= dt = 2°™B 1 = gftn g Ase, = B 1 ntp =
a) Agen(z) = z /0 a-oe x (n+1,8) == Tntith)’ onc Agye (n+ 1,8)entp
r nr
Men+5 en prolongeant la définition des ey & k € [0, +o00[. Le résultat précédent reste vrai pour tout
n € [0, +oo.
b)

I(n+ DI(B) In+DLB) T((n+6)+ DA - BH)

(Ai_q0Ay)e, mAl a(en-‘rﬂ) T(n+1 Jrﬂ) T(n+pB)+1+(1— 5))€(n+5)+1,g
_ L(n+1) LArA-p) 7 enp
= TN ARG ) = =T " = Sumant 1

Q 23. Vrai par linéarité!

Q 24.
a) Pour tout f € E, Pf est bien continu; de plus, P est linéaire.

Soit f € E; alors Va € [0,1], |Pf(x / If@)] d </ I dt = |[fll= < |[f]I; done [[PfI| < [I£]]-
0

Donc P est linéaire continu et ||| P]|| <

De plus, si f est 'application constante 1, alors Pf : x — x; donc ||Pf| = ||f||. Donc |||P||| = 1.
b) L’ensemble & des fonctions polynémiales sur [0, 1] est dense dans E pour la norme ||.|| (théoréme de Weierstrass).

Comme B, et P sont deux applications continues sur E colincidant sur £, elles sont égales.

sin o
¢) Comme P est a valeurs dans €([0, 1], C), D o B, est bien défini. Comme Do P =Id E, on a la formule de ’énoncé.

d) Soit f € E tel que A,f =0; alors B, f =0, donc Po B, f = 0; avec la relation du (IV.C.3.c), f = 0.

Donc l'opérateur (linéaire) A, est injectif.



