Mpi Devoir surveillé 3 - sujet CCP - E3A

Le sujet comporte trois pages et deux problémes indépendants inspirés par le sujet CCINP PSI - 2011. Il est rappelé que
I’objectif n’est pas d’essayer de tout faire, mais plutot de rédiger proprement une fraction raisonnable des réponses aux
questions.

Il est demandé d’écrire lisiblement et de former des lettres et symboles qui soient clairement distinguables les uns des
autres.

La rigueur des raisonnements ainsi que la lisibilité de la copie seront prises en compte dans 'appréciation.

tout passage sale ou écrit de maniére illisible ne sera pas lu.
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Probleme 1 - Des séries

I. La série harmonique alternée

" ()
Pour n € N*, on pose s,, = Z —
k=1
) ] (_1)n71
Q 1. Justifier que la série Z ———— converge.
n>1 n
Q 2. Montrer que pour tout n € N*, s,, = ———dt.
0 14+t

Q 3. Montrer que lim s, =1In2.

n—-+oo

1l y a plusieurs fagons de faire : entre autres, en utilisant le théoréme de convergence dominée ou alors par enca-
drement.

On a donc montré :

II. Deux séries

Dans cette partie, o désigne un réel appartenant a U'intervalle ]0, 27[, ¢ est la fonction ¢ — — T
it _

Pour ¢ € ]0,27[ et n € N*, on pose S, (t) = Zeikt.

Q 4. Montrer que Sy (t) = p(t)(e! ™Dt — ¢it),

[e3

Q 5. Exprimer ¢(t) a laide de €!'/? et sin(t/2) et en déduire que / ot)elt dt = 2T iln(sin(a/2)).
Q 6. Justifier que ¢ est de classe C' sur ]0,27[. Montrer que liIJIrl e(t)e! ™Vt dt = 0. On pourra utiliser une
n—-+0oo T
intégration par parties.
a n_ Lika ika
Q 7. Expliciter / Sp(t) dt a laide de s, et de Z ek . En déduire la convergence de la série ¢ ainsi que la
™ k=1 k>1

valeur de sa somme.

. L. C
Q 8. Justifier la convergence des séries E et donner la valeur de leurs sommes.

k>1 k>1

os(ka) sin(ka)
B et Z A
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Probléme 2 - Fonctions définies par des intégrales

Dans ce probléme, g désigne une fonction & valeurs dans C et continue. On note E le R-espace vectoriel des fonctions a
valeurs dans R, continues et intégrables sur [0, +o0].

Pour tout f € E et x € [0, +00], on pose f(z) = / f(@®)g(xt) dt (sous réserve de définition).
0

I. Quelques résultats généraux et un exemple
Q 1. Montrer que si g est bornée, alors pour tout f € E, la fonction f est bien définie, bornée et continue sur [0, +ool.

Q 2. Montrer que si g a pour limite £ € C en 400, alors pour tout f € E, la fonction f est bien définie sur [0, +oo[ et a
une limite finie en +o0o0 & préciser.

Q 3. Soit f un élément de E qui est de classe C. Dans cette question, on suppose d’abord que g est la fonction t — e'’.

Soit € > 0.
+oo
a) Montrer qu’il existe a > 0 tel que / |f] <e.

a

a
b) Montrer que hrf / f(t)e'™ dt = 0. On pourra utiliser une intégration par parties.
xr—r+00
0

¢) Montrer que f est bien définie sur [0, 400[ et déduire du a) que f a pour limite 0 en +oc.

~ a . +m .
On pourra utiliser la définition de limite avec e et écrire f(x) = / f(t)e™t dt +/ f(t)e** dt.
0 a

d) Et maintenant, que peut-on dire dans les cas ou g est la fonction ¢ — sint ou ¢ — cost?

A partir de maintenant et jusqu’a la fin du probléme, g est la fonction ¢ — |sint|.

D’apres la partie précédente, on peut toujours définir f pour tout f € E, puisque g est bornée.

II. Etude d’un cas particulier

Dans cette partie, f est la fonction t + e~ ".

Q 4. Pour v € R, calculer l'intégrale 0(y) = / e sin(t) dt.
0

u

. 1 [t _u
Q 5. Montrer que pour tout z > 0, f(z) = 7/ e = |sinul| du.
T Jo

(k+1)m w -
Q 6. Exprimer pour k € N et z > 0, l'intégrale / e” z|sinu| du en fonction de e” = et §(y) pour un certain  a

. km
preciser.

km

Q 7. Justifier que pour x > 0, la série Z e~z converge et donner la valeur de sa somme.

k>0

Q 8. Pour z > 0, calculer f(z) et déterminer EIE f(x).

Dans la suite du probléme, on admet I’égalité suivante :

, 2 4R 1
Vt S R |SlIlt| = ; + ; Z m COS(th)
k=1

Celle-ci se démontre a aide de résultats issus de la théorie des séries de Fourier.



III. Un cas un peu plus général

Dans cette partie, on suppose que f € E est de classe C* et f’ est intégrable sur [0, +o00].

Q 9. Justifier la convergence de la série Z
k>1

1
T2 cos(2kt) pour tout ¢t € R.

xr
Q 10. Montrer que f est bornée sur [0, +oo[ et que f a une limite en +o0o, qui est 0. On pourra consz’dérer/ 1.

0
+o0 too
/O F(t) cos(2kat) dt’ < % (/O f’).

Q 11. Montrer que pour tout k > 1 et x > 0,

+oo
Q 12. Onpose h:t— Z T cos(2kt).
k=1
o0 M
Montrer qu’il existe une constante M telle que pour tout = > 0, / f@)h(xt) dt‘ < -
0

Q 13. Montrer que f(z) a une limite finie en 400 & préciser.

IV. Un cas encore plus général

Dans cette partie, on suppose seulement que f € E est de classe C*.

N 400
Q 14. A T’aide de la question Q 3, montrer que pour tout N € N*, lim Z/ f(t) cos(2kxt) dt = 0.
k=170

T—+00

Q 15.

a) Montrer qu’il existe une constante M telle que

—+oo +o00 —+o0
1 1

* - < -

pour tout N € N*, E 071 /0 f(t) cos(2kxt) dt| < M E 01
k=N+1 k=N+1
—+oo
b) En déduire que lim f(@)h(xt)dt = 0.
T—r—+00 0

Q 16. Montrer que f(ac) a une limite finie en 400 & préciser.
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Devoir surveillé 3 - sujet CCP - E3A - Corrigé

Probléme 1

I.
1
Q 1. Criteére spécial des séries alternées (CCSA) : la suite () est positive, décroissante et converge vers 0 donc la série
n
alternée ~ . con .
E " verge
n>1

k=1

1n1 n—1 1 (_1)k—1
Q2./O 1+t dt/o Fat = Z/ 0(_1)kk+122 =

1 (-t b
Q 3. Le plus simple : s, = dt 7/ (=) dt =In2+ (71)”“/ dt.
o 1+t o 1+t o LT+t
t" bogn bogn ! 1
n n+1 n
Or pour tout ¢t € [0,1], 0 < < t" donc 0 < |(—1) / dt| = / dt < / t"dt = ——, donc
1+t o L+t o 1+t 0 n+41
1
d’aprés le th. d’encadrement, lim (—1 nl =0, donc lim s, =1n2.
n—-+oo o 1+t n—+o00
11.
Q 4. S,(t) est la somme des premiers termes de la suite géométrique de terme général (eit)k, de raison e'® # 1, donc
1= (eit)n 1 . . . .
_ it _ it int _ i(n+1)t _ it
Sp(t) =e et ot —1° (e 1) = p(t)(e e).
-t
5. o 1 —ois (o5 _ e i5) = o5 x 9isi (t/2) d (t) = e i3 b
Q5. e =ez2 (e e =e isin onc ¢(t) = Srsn(i/2)’ onc

.t
« ., [T €2 [ cos(t/2) +isin(t/2)
/7r plt)e” dt = /,, Srsini/2) T /,r sisn(if)
e,
2 J, sin(t/2) . 2
o — T

. [m(sin(t/?))} ;T T

= ; —iln(sin(/2))

Q 6. ¢ est un quotient de fonctions de classe C* sur |0, 27| donc elle est elle-méme de classe C* sur ]0, 27[.

Par intégration par parties :

i Hel(n+1)t g4 t el “ (¢ el dt
[ vt o), [ O

[e3

1

— T <<p(a)ei(n+l)a _ (,O(?T)ei(n+1)ﬂ + 1/

SO/ (t)ei(n+1)t dt)

donc par inégalités triangulaires

/j o(t)el(n+ 1t dt‘ i T <|<,0( )+ ()| + /: o' ()] dt)

donc d’aprés le th. d’encadrement,

/ e(t)e! Mt qt — 0

n——+oo




Q8.

Q 2.

Or on a aussi d’aprés Q 4 : /

™

S, (1) dt:/ cp(t)ei(”Jrl)tdtf/ o(t)el dt

[e3

donc d’aprés Q 5 : / Sp(t) dt = / o)t qr — T 4 i1n(sin(a/2)).
Donc
n ko @ _ _
Z ek = i/ <p(t)el("+1)t at — i< 5 T_ In(sin(a/2)) — s, ——— —In2 — In(sin(a/2)) + T d’aprés Q 6.
n—+oo
k=1 4
eika T —

eika too
La série converge donc et
k
k>1 k=1

= —1In2 —In(sin(a/2)) +1i

k 2

. cos(ka sin(ka . ) e .
Les séries Z E{ ) et Z ; ) sont les parties réelle et imaginaire de la série précédente, donc elles convergent
k=1 k21
toutes les deux et de plus

= —In2 — In(sin(a/2)) et =

= cos(kar) = sin(ka) 7—a
ok k=1

Probléme 2

Si g est bornée, alors il existe M > 0 tel que pour tout ¢ € [0, +oo], |g(t)] < M donc pour tout f € F et tout
z,t 20, |g(at) f(t)] < M|f(E)]-

Or f est intégrable sur [0, +o00[, donc par th. de comparaison d’intégrales de fonctions & valeurs positives (TCIFP),

—+oo
t — f(t)g(xt) Dest aussi, ce qui justifie la convergence de l'intégrale / F@)g(xt) dt.
0

De plus, pour tout x > 0, |f(z)| < M|f(t)| dt = M/ |f|, donc f est bornée.
0 0

Enfin,

pour tout t > 0, x — g(xt) f(t) est continue sur [0, +o00]

pour tout ¢t > 0, pour tout x > 0, |g(zt) f(t)| < M|f(t)| et M|f| est une fonction intégrable sur [0, +oo[ (hypothése
de domination)

donc d’aprés le th. de continuité sous le signe /, f est continue sur [0, +o00].
Si g a pour limite £ € C en +o0, alors g est bornée au voisinage de 400 : il existe A > 0 tel que g est bornée sur
[A, +ool.

Sur le segment [0, A], g est continue donc y est bornée (th. des bornes atteintes), donc finalement, g est bornée sur
[0, 4+00[. D’apreés la question précédente, pour tout f € F, f est bien définie.

De plus, avec les mémes notations,
pour tout t >0, lim g(xt)f(t) = ¢f(t)
xr——+00

pour tout ¢t > 0, pour tout = > 0, |g(xt) f(t)| < M|f(t)| et M|f]| est une fonction intégrable sur [0, +oo[ (hypothése
de domination)

_ “+o0 +oo
donc d’aprés le th. de convergence dominée, Bril flz) = / Lf(t) dt = E/ I

“+ o0 “+ o0
Comme f est intégrable sur [0, +oo], l'intégrale / | f| converge, donc lir+n / |fl =0 :1il existe donc a > 0
0 a—r+00 a

+oo
tel que / Ifl <e.
a

C’est la méme idée que dans le probléme 1 :

Par intégration par parties, pour = > 0,

[ swean= | ] [

ir i

1

T

(f (a)e'" D — £(0) + i /0 " P et dt)



I1.
Q 4.

Q 5.

Q7.

donc par inégalités triangulaires

a . 1 a

[ ol < (is@l+ 51+ [C1701a)
0 0

donc d’aprés le th. d’encadrement,

a
ixt
/0 By dt —— 0
g est bornée, donc d’aprés la question Q 1, f est bien définie.
Soit € > 0.

+oo
Pour tout z,t > 0, |f(t)e**"| = |f(t)| donc pour tout = > 0, / |f(t)et| dt < e, donc par inégalité triangulaire,
a

+o0 .
/ f(t)e™t dt’ <e.

Oun a donc ‘f(x)’ =
0

’ f(t)el™ dt + / o ft)e dt) < / o f(t)el*t dt' <

/a f(t)el®t dt’ +
0

/a f(t)ei®t dt‘ +e
0

Puis on fait tendre x vers +oo :

d’aprés la question précédente, il existe g > 0 tel que pour tout = > z,

/a f(t)el®t dt' <e.
0

Donc pour tout x > xg,

f(x)‘ < 2e.

On a donc montré : }
Ve >0 dzg>0 Vo> ‘f(x)’é%

ce qui signie que f a pour limite 0 en +o0.
“+oo
Dans la question Q 3 b, on a montré : lim f)e™t dt = 0.

T—r+00 0

Donc les parties réelle et imaginaire de cette intégrale tendent vers 0 quand z tend vers +oo, en particulier
—+oo —+oo

lim f(t) cos(xt) dt =0 et 2111 f(@&)sin(zt)dt =0

T—+00 0 0

s
e sin(t) est la partie imaginaire de e?*e'*, donc on calcule d’abord / eYe' dt et O(y) en est la partie imaginaire.
0

™ T . T . .
0 0 y4i ], v +i v +i 72 +1

O 41
Y41

Changement de variable u = xt (qui est un changement de variable bijectif et C') :

N +oo +oo w du
flz) = / e | sin(xt)| dt = / e w|sinu|—.
0 0 x

Par changement de variable t = u — k7 :

donc 0(y) =

(kD)7 T ttkm
/ e «|sinu|du = / e” = |sint|dt car sin(t + kr) = (—1)*sint.
k 0

T

(kD7 g Tt _km I _kn (-1
donc/ e z\sinu|du:/ e we o |sint|dt=e" = / e w.sintdt=e" =z 6 —
k 0 0

x x
. b . . . - .

La série Z e~ = est une série géométrique de raison r = e~ = et |r| < 1 (car > 0), donc la série est convergente.
k>0
Xk 1

De plus,Ze T = —.
k=0 l—e =

. 1ot _u 1R pEDT : -

flx) = - e z|sinu|du = — Z e z|sinu| du (par relation de Chasles sur une intégrale conver-
T Jo T ok

gente),



I11.
Q 9.

Q 10.

Q 11.

Q 12.

. 13X ke /1 1 =1\ <X _kr ,
doncf(a:):;Ze :1:0( ):H(x)kz_oe =z d’aprés la question Q 6

k=0
. 1 /-1 1 ltex
donc f(z) = -6 (> = = re = X =3 x 5 d’apres Q 4.
v \r/)1 et 1-ew THE
T T 1 ~ s 1 1
72+ 22 ao+o0 32 2 ne f(x) wHJrOO( terE) 1-— e_g LIRS [ e_%
Oret —1 ~ tdoncl—e s T done f(z) 2 f(z) = 2
© t—0 © T—+00 T T—+00 T ’ L—>I4I-loo s
Pour tout k > 1, |— k) < — ot L th. d ison de seéries a
our tout k > ——— cos < e ~ —— donc par th. de comparaison de séries a
1— 4k2 2 =1 % TR 1 koo 42 P P
termes positifs (TCSTP), la série Z T cos(2kt) est absolument convergente.
k>1
“+o0
Pour tout z > 0, |f(z |—’/f dt’ / ()] dt < / F(0)] dt,
donc |£(z)] < |£(0)] + / I£(£)] dt. Donc f est bornée sur [0, +o0].
0

+oo
De plus, comme f’ est intégrable, I'intégrale / f'(t)dt est absolument convergente, donc f(z) = f(0) +
0

/f p— ()+/O+oof’-

f a donc une limite en +o0o0, mais comme [ est intégrable, cette limite est nécessairement 0, sinon f ne serait pas
intégrable sur [0, 4+o0o[ (voir cours).

+oo
L’intégrale / f(t) cos(2kxt) dt converge, car f est supposée intégrable sur [0,+oo[ et pour tout ¢ > 0,

0
| f(t) cos(2kat)| < |f(t)|, donc par TCIFP, ¢t — f(t) cos(2kxt) est intégrable sur [0, +o0].

On effectue une intégration par parties sous réserve de convergence :

+o0 B sin(2kat)] T ‘oo sin(2kxt)
/O f(t) cos(2kaxt) dt = {f(t)m} . - /0 f (t)W dt.

sin(2kxt)] " S . . g
BTy = 0, ce qui valide l'intégration par parties, et il vient
T =0

0 0

Comme f a pour limite 0 en +oo, il vient [f(t)

2kx

Puis par inégalité triangulaire,

/O - f(t) cos(2kat) dt‘ < % ( /0 o |/ (t) sin(2kaxt)] dt)_

+o0 +oo
/0 f(t) cos(2kaxt) dt’ < ﬁ (/0 f’).

+oo +oo +°°
Pour z > 0, / h(zt) dt = / 4k2 cos(2kxt) dt. On veut intervertir les symboles Z et /
0

+oo +00
Or / |f'(t) sin(2kat)| dt < / |£/(t)] dt, d’ou
0 0

+oo
t
Pour cela, on considére la série des intégrales / ‘14)1# cos(?kxt)‘ dt : pour tout k£ > 1
0 _

0 RO Y e
/0 ‘ cos(Qkxt)‘ dt</0 ’ = 4k:2—1/0 | f]-

1 — 4k2 1 — 4k2
Donc par TCSTP, la série Z / ' - —(2)1452 cos(?kxt)‘ dt converge, donc on peut utiliser le th. d’intégration terme
a terme : =
o SN A SRS
/0 F(O)h(at) dt’ - kzzjl /0 O cos(akaty ar| = ; T F(#) cos(2kat) dt




puis grace a la question précédente,

—+oo

+oo
1 /
/0 f(®) xtdt‘ Z4k2_1 o |, 17/ (t)] dt

+oo “+o00
1
Donc en posant M = Z WQ) X /0 |f/(t)| dt, on a
“+o0
M
/ F(O)h(at) dt‘ <M
0 l’
+oo
Q 13. La question précédente permet d’affirmer que liI_iI_l f(@)h(xt) dt = 0 par encadrement.
Tr—r+00 0

Puis grace a I’égalité admise dans 1’énoncé,

f@) = /;oo (i + ih(xt)) Fydt=2 /Om ot 4/0%0 Fonndt— 2 [

™ z—=+oo T Jq

IV.
“+o0

Q 14. Pour tout k > 1, d’aprés Q 3 d, on a lim f(t) cos(2kxt) dt = 0 (en remplagant x par 2kx).

T—r+00 0

—+o0
Donc par opérations sur les limites, pour tout NV € N*, lim Z/ f () cos(2kxt) dt =

r—r+00

Q 15.
a) Soit N € N*. Par inégalités triangulaires,

+oo 1 +00 oo ! -
Z m/ f(t) cos(2kat) dt| < Z m/ f(t) cos(2kzxt) dt‘
k=N-+1 0 o ;
S Z 4]{:2 1 / |f(t) COS(?kl‘t)‘ dt
k=N-+1
+oo 1 +oo oo X
S Yo Ol dt = M b
k=N+1 4k? —1 /0 e k§+1 4k% —1

b) Soit € > 0. La série Z est convergente, donc son reste partiel tend vers O :

2 _
k>1 4k
+oo 1
il existe donc N € N* tel que Mk_zN:H 121 e

donc par inégalité triangulaire et la question a),

/0+OO f)h(xt) dt‘

oo

+oo
Z 4k2 1 / f(t) cos(2kxt) dt| + Z 4k;2 — / f(t) cos(2kxt) dt

k=N+1

+e€

1 oo
> w1 /0 f(t) cos(2kaxt) dt

N

+oo
Z/o f(t) cos(2kxt) dt| < e

k=1

Or d’aprés la question Q 14, il existe z¢ > 0 tel que pour tout = > zg,

don pour tout x > xg,

“+o0
/ F(Oh(at) dt’ <2
0
On a montré :

+oo
Ve>0 dzg>0 Vo>uxg / f@)h(xt) dt‘ < 2
0

+oo
i signie i t)h(xt) dt = 0.
ce qui signie mﬁufoo/o f@)h(xt) 0
Q 16. On conclut de la méme fagon qu’en Q 13.




