
Mpi Exercice hebdomadaire 7

Pour (p, q) ∈ N2, on pose I(p, q) =

∫ 1

0

tp(ln t)q dt.

Q 1. Montrer l'existence des intégrales I(p, q) pour tout (p, q) ∈ N2.

Q 2. Montrer que pour tout (p, q) ∈ N× N∗, I(p, q) =
−q

p+ 1
I(p, q − 1). Déduisez-en la valeur de I(p, q).

Q 3. Montrer que l'intégrale K =

∫ 1

0

1

tt
dt converge.

Q 4. Montrer que K =

+∞∑
n=1

1

nn
.
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Exercice hebdomadaire 7 - Corrigé

Q 1. Soit (p, q) ∈ N2. La fonction t 7→ tp(ln t)q est continue sur ]0, 1].

Si p > 0, alors lim
t→0

tp(ln t)q = 0 (par comparaison asymptotique classique) donc on a une fausse singularité en 0 :

l'intégrale I(p, q) converge.

Si p = 0, alors (ln t)q = o

(
1√
t

)
quand t → 0, or

∫ 1

0

1√
t
dt converge donc I(p, q) converge (absolument).

Q 2. On e�ectue une intégration par parties : sous réserve de convergence, on a

I(p, q) =

∫ 1

0

tp(ln t)q dt =

[
1

p+ 1
tp+1(ln t)q

]1
t=0

−
∫ 1

0

1

p+ 1
tp+1 × q

1

t
(ln t)q−1 dt.

Or l'intégrale de droite vaut
−q

p+ 1
I(p, q − 1), donc est une intégrale convergente, donc l'intégration par parties est

licite. De plus, le crochet de variations vaut 0, donc I(p, q) =
−q

p+ 1
I(p, q − 1).

Par une simple récurrence sur q, on en déduit que pour tout (p, q) ∈ N2,

I(p, q) =
(−1)qq!

(p+ 1)q
I(p, 0) =

(−1)qq!

(p+ 1)q
× 1

p+ 1
=

(−1)qq!

(p+ 1)q+1

Q 3. Pour tout t > 0, tt = et ln t donc la fonction t 7→ 1

tt
est continue sur ]0, 1]. De plus, elle a pour limite 1 en 0 (fausse

singularité) donc K =

∫ 1

0

1

tt
dt converge.

Q 4. Il est bien connu que pour tout z ∈ R, ez =

+∞∑
n=0

zn

n!
. Donc pour tout t > 0,

1

tt
= e−t ln t =

+∞∑
n=0

(−t ln t)n

n!
.

Pour tout n ∈ N,
∫ 1

0

∣∣∣∣ (−t ln t)n

n!

∣∣∣∣ dt = ∫ 1

0

(−t ln t)n

n!
dt =

(−1)n

n!
I(n, n) =

1

(n+ 1)n+1
.

Or la série
∑
n⩾0

1

(n+ 1)n+1
converge car dès que n ⩾ 1, 0 ⩽

1

(n+ 1)n+1
⩽

1

(n+ 1)2
.

Donc d'après le th. d'intégration terme à terme, on en déduit que

K =

∫ 1

0

1

tt
dt =

∫ 1

0

+∞∑
n=0

(−t ln t)n

n!
dt =

+∞∑
n=0

∫ 1

0

(−t ln t)n

n!
dt =

+∞∑
n=0

1

(n+ 1)n+1
=

+∞∑
n=1

1

nn
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