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Exercice hebdomadaire 5

n

Pour n € N*, on pose u, = Z(—l)k\/E

Q1.

Q 2.

Q5.
Q 6.

k=1
v
VT +yr—1

,puisde f:t—

Vérifier que pour tout © > 1, vz —vVa — 1=

1
Voat+2t—1°

En déduire une primitive de t —

1
Vi+ V-1

n
Montrer que pour tout n € N*, ug,, = Z f(k).
k=1

La série Z f (k) converge-t-elle ? Quelle est la limite de ug, quand n tend vers +oo?
k>1

V2n
Montrer que ug, ~ ——.
n—4oo 2

M ~ (="
ontrer que u, n—>+oo( )

On pose v, = Un42 — uy. Montrer que la série E vy, converge.
n>1

i

En déduire l'existence d’un réel « tel que u, = (—1)”—” + a+ o(1) quand n tend vers +oo.

2



Q1.

Q 2.
Q 3.

Q 4.

Q 5.

Exercice hebdomadaire 5 - Corrigé

Soit z > 1.

WVe—-Vr—1)x (Ve+Vo—1)=+vz —Vo—1 *xf(xfl)*ldonc\f :m.

2
Une primitive de ¢ est donc la fonction ¢ — 3 <t3/2 —(t— 1)3/2>.

1
VEi+VE—1
1
Puis une primitive de f est t — 3 ((275)3/2 — (2t — 1)3/2).
Par récurrence sur n.

V2t —1 ~ V2t donc (cas favorable de sommes d’équivalents : 1 + 1 # 0) V2t + V2t — 1t ~ 2v/2t donc
—+00 —+o0

1 1 1
koo 22 k172 k12
diverge, la série Z f(k) diverge aussi. Comme il s’agit d’une série a termes positifs, ses sommes partielles divergent

k>1
donc vers +oo, donc us, —— + 0.

n—+oo

Donc f(k) donc par comparaison de séries & termes positifs, comme la série de Riemann E

La fonction f est positive, continue et décroissante sur [1,4o00[ donc on peut effectuer une comparaison série-
intégrale.

k+1 k
Pour tout k > 2, / fF<flk) < f donc en additionnant ces inégalités pour k variant de 2 & n, on obtient
k

k—1
n+1 1 n
/z ’ V2+1 1

1
Or d’aprés la question Q 1, on sait calculer ces deux intégrales : elles valent 3 ((2n)3/2 —(2n — 1)3/2> et

((2n +2))%2% — (2n + 1)3/2) a une constante additive pres.

Or % ((2n)3/2 —(2n— 1)3/2) - %(271)3/2 (1 - (1 - 21n>3/2>, or1— (1 — 2171)3/2 —1- <1 — g% Yo (;)) _

W =

3 1 3 1 1 3 V2n
d 7(2 3/2 _ (9 _13/2) N S(op)3/2 2 VA
mte (n> oo g done 3 (W77 = Cn=DTF) o 3@ =5
o1 3/2 3/2 van (s "
Et de méme, 3 ((Qn +2))° = (2n+1) ) N donc les deux intégrales fet f sont toutes deux

. V2n V2n
équivalentes & ——. Donc par théoréme d’encadrement, us, ~ ——.
2 n—+oo 2

V2n

Ugni1 = Ugn + (—1)2" V20 + 1 = uy, — V20 + 1, or ugy, ~ et v2n + 1 ~+v/2n donc (cas favorable encore :

2
1 \/271
-—1 0 n ~ =5
5 ~1#0) uznss 5
V2 V2 1
On a donc montré us, ~ VR o Uyl ~ _ni—i-’ donc UnN(—l)"f\/ﬁ-
n—s4oo 2 n——+oo 2 2

vy = (=) (Vn+2—-vVn+1) = \/7(__?:/7 la suite (mim

converge vers 0, donc d’aprés le CSSA, la série E vy, converge, donc ses sommes partielles ont une limite finie.

) est décroissante, positive et

n
Or E Vg = Upt2 + Upy1 — u2 — ug donc la suite (up49 + up41) converge vers un réel 2a.
k=1

vVn+1
2

S

Donc w1+t = 2up, + (—1)" /0 + 1 = 2a + o(1), donc u,, = (—1)" +a+o(l)=(-1)"— "ot o(1).



