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Exercice hebdomadaire 1
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sin(at
Montrer que pour tout a € R, / t(2 ) dt converge.
1
o0 sin? ¢
Donner une primitive ¢ de ¢ — sin? ¢, puis montrer que / dt diverge.
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Donner un équivalent de / dt quand X tend vers +oc.
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) T gin?t —a 1
Montrer que la seule valeur du réel a tel que / — dt converge est 7"
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Montrer que / y dt =0 () quand z — +o0.
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On pose u,, = —3 dt. Montrer que la série E uy, converge. Indication : faire intervenir une primitive
nm n>1
de ¢.



Exercice hebdomadaire 1 - Corrigé
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Q1. Pourtouta € R,t € [1,+o0], Smt(f ) < 2 e et t— 2 est intégrable sur [1, +o00[, donc par comparaison, ¢ — Smt(;l )
s L . +°° sin(at)
est intégrable sur ce méme intervalle, i.e. 2 dt converge (absolument).
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Q 2. sin’t= %() donc un primitive de ¢ : t — sin® ¢t est t — 3~ Slnfl )
X .. 2 . X X .
t 1 t 2t t 2t 1
Soit X € [1,+oo|. Par intégration par parties, / MU= x (= - sin(2t) +/ - — sin(2t) X — dt,
Lt t " \2 1 — Lo\ 4 t
tone /X sin? ¢ g — sin(2)  sin(2X) N /X 1 o 1 /X sin(2t) df = sin(2)  sin(2X) N llnX B 1/X sin(2t) dt.
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Pour X > 1, 4(X ) < X donc par encadrement, Xl_l)r-r‘rloo % = 0. De plus, XEIEOO In X = +oo. Et d’aprés la ques-
o sin(2t) o o . X sin? ¢
tion précédente, dt a une limite réelle quand X — +o0o. Donc par opérations sur les limites, dt
1 t2 1 t X —+oo
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Autrement dit, SH; dt diverge.
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De plus, on observe que ElnX est le seul terme qui a une limite infinie, les autres ayant des limites finies, donc
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Q 3. La encore, la question précédente donne le résultat.
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En effet, / 2 4t — / sin“ ¢ gt / 1 dt / sin tdt llnX sin(2)  sin(2X) i/ sin(2?) at,
1 1 1 1 1

t t 2t t 2 4 4X 2

X sin?t — 5 1
donc / — dt a une limite finie quand X — +o0o. Donc a = 3 convient.
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Cette solution est la seule, car si a # —, alors / ——dt  ~ = —a | Inxz (cas favorable d’addition des équiva-
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lents), donc / — dt diverge dans ce cas.
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Q 4. Dans toute la suite, on prend donc a = 3
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/ mroa dt = / L() dt = |— sin(2¢) — / sin(2t) dt : cette intégration par parties est licite car les
. t . 2t at | Ja 412

deux intégrales sont convergentes (et donc le crochet de variations est fini).

Donc /+°° sin?t — a sin(Qx) B /+°° sin(2t) gt

t 4¢2
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O < dt < —dt = —.
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Donc / y dt‘ < % par inégalité triangulaire.
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Q 5. On reprend le calcul précédent en spécialisant x en nr : / y dt = —/ 51252 ) dt.
n n
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dt, qui est 1a encore licite car tous les
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Avec une nouvelle intégration par parties, u,, = |—
& bat b " [ 82 |,_.. . A

termes sont finis.
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Il vient donc u,, = S22 /m s dt, donc |u,| < o2 + /m

cos(2t) 1 too g 1
dt < —— —dt = ——.
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Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que g u,, converge absolument.
n>1




