SERIES

* Exercice proche du cours ** Exercice de difficulté normale *** Exercice difficile (voire trés difficile)

*1)
a) Montrez que la série de terme général u,, = arctan 52 est convergente.
n
n n—1
b) Montrez que pour n > 1, u,, = arctan 1~ arctan .
+oo
¢) Déduisez-en la somme Z Up,.
n=1
om —
*2) Justifiez que la série Z Z converge et déterminez sa somme (indication : décomposition en éléments simples).
nd —
n>=2
+**3) Donnez la nature des séries suivantes (« désigne une constante strictement positive, x un réel dans | — 1, +1]) :
o " Inn
Zlnn b) Zl+a2n C) ZTLOé d) o
n>2 n>1
) (lnp)" 1 (<1
e) 2211171 +1)—3h’1(7’l +1) f) Z nlnn g) Z(]nn)lnn h) ZTLT
n=2 n=2
. (=1)™n> . (—=D)™Inn n sinn
)y Y j o DTSR i
n>1
. . 1
sinnsin 4 (-1)" e —
n>=2 n>=0
(—1)n n\" 1 cos®t
q) Z 2nm r) Z L+ = —-¢€ ) Z Z 12 1 a2 4 dt
et Inn + sin =5% = n = InnlIn(chn) n? + cos? t
+**4) Soit, (a,b) € R?.

a) Déterminez a et b pour que la série de terme général Inn + aln(n 4+ 1) 4+ bln(n + 2) converge. Dans ce cas, donnez
la valeur de sa somme.

b) Faites de méme avec la série de terme général v/n + av/n + 1+ bv/n + 2.

+**5) Pour quelles valeurs de a > 0 la série de terme général u,, = (chn)® — (shn)® converge-t-elle ? Dans ce cas, donnez un

—+o0
équivalent de Z U
k=n
+**6) On pose u, = nia Zk3/ 2. Pour quelles valeurs de o > 0 la série Z u, converge-t-elle ? Dans ce cas, donnez un
k=1 n>1
—+o0
équivalent de Z U
k=n-+1

+**7) Seéries associées & des suites définies par récurrence.

1
a) Soit u la suite définie par récurrence par u; € R et pour tout n > 1, u,41 = — Quelle est la nature de la série
nevn
S
n>1
b) Soit u la suite définie par récurrence par ug € R et pour tout n > 0, w41 = In(1 + uy).

1

Un+1

Quelle est la nature de la série Z (

_ LYy,
Up

c) Soit u la suite définie par récurrence par ug € |0, 7[ et pour tout n >

0, upt1 = sin(uy,).

n
Puis celle de Z Uy 7 Donnez un équivalent de Z U -

k=0

1 1 -
Quelle est la nature de la série Z ( > — 2> ? Puis celle de Z uy 7 Donnez un équivalent de Z U
un+1 un

k=0



+o00 (—l)k

+**8) Soit P € R[X] tel que pour tout z € Ry, P(x) > 0. Pour n € N*, on pose u,, = kz: m.

a) Justifiez 'existence de u,,.

b) Montrez que la série E U, converge.
n>1

**9) On pose, pour n > 1, u, = )
) ) \/E
k=n
a) Justifiez 'existence de u,,.
Up + Un+1

b) Montrez que

¢) Déduisez-en la nature de la série E Up-

+**10) Utilisation de dév. limités ou asymptotiques.
. =k
a) Montrez que la série ———~— converge.
) q ; p—" g

o
1+ (=1)"n

In (n + (—1)"\/5)

n

c) Montrez que la série E converge.

n>=2

?

e) Nature de la série Z(—l)”

nz=2

="

**11) Pour quelles valeurs de a > 0 la série Z m

n>2

+**12) Formule de Stirling : montrez que la suite de terme général T
n

(indication : passer au logarithme et penser & une série).

Soit u,, = -
n——+0oo

0
formule de Stirling :

(7 )n(n;-m
**13) Soit a € Ret uy, =

w/2
[
cos” tdt. On montre que u, ~ o et que ug, =
n

n! ~V2mn (ﬁ)

=n

est le reste d’une série alternée absolument convergente.

1"
b) Montrez que la série Z In <1 + (=1) > converge.
n
n>=2

d) Montrez que la série Z sin <7r\/ n?+ 1) converge.

n=0

1
f) Nature de la série Z — 7
1+ (—1)"/n

n>2

converge-t-elle ?

n! se\n
<7) converge vers un réel strictement positif L
n

2n)!
77“ ) . En admettant ces résultats, montrez la
22n+1(nl)2

(&

a) Dans le cas ou a < 0 ou a > 1, quelle est la nature de la série Z Uy 7

n>1

b) On suppose désormais que 0 < a < 1 et on pose v, = ug,—1+ua,. Montrez que la série Z vy, converge. Déduisez-en

la nature de la série g Uy -

+**14) Soit w une suite strictement positive, « > 0. Montrez que les séries de termes généraux wu,, v, =

Un 1
In(1+ uy,) et x, = / dz sont de méme nature.
o l4+z¢

**15) Soit u une suite réelle qui ne s’annule pas telle que

alors la série E u, converge.

**16) Soit u une suite réelle positive décroissante. Montrez que si E u, converge, alors u, = o (
n

+00. La réciproque est-elle vraie ?

U2n+41 Un

U,
1+ u,

, Wp =

a et b. Montrez que si |ab|] < 1,

u2n n—+oo

n——+4oo

U2n—1

1
) quand n tend vers

+**17) Soit (up)n>1 une suite réelle strictement positive et bornée telle que la série Z u, diverge. Pour n € N*, on pose

S, la somme partielle d’indice n de la série Z Uy, -
n>1

u S, u
a) Montrez que — ~1 ™). Déduisez-en la nature de la série E 2.
) nirez qu S n < > ulsez-en nagtur 11 S

Sn—l

n

n>1

n>1 n



b) Etudiez la série Z % quand a € |0,1].

n>1"_"

T

s
u »o1
¢) Soit a > 1. Montrez que —— < —dx. Déduisez-en la nature de la série E Un
Sa s @ = So

n n—1

n
**18) Soit u une suite strictement positive. Pour n € N, on note s, = Z Up.
k=0

On suppose que u,S, tend vers 1 quand n tend vers +oo. Déterminez un équivalent simple de wu,,.

+**19) Soit u la suite définie par récurrence par ug > 0 et pour n € N, up41 = u, + u

Wy, = Upt1 — Un-

a) Montrez que la suite (u,) diverge vers +oo.

b) Montrez que la suite (v,) converge vers un réel £ > 0. On pose alors A = e > 1.

¢) Montrez que u, ~ A%

**%20) Transformation d’Abel.

n

Soit u une suite réelle et v une suite complexe. Pour n € N, on pose V,, = Z V.

. On pose v, =

k=0
On suppose que la suite u est positive et décroissante de limite nulle et la suite V' est bornée.
n—1
a) Montrez que pour tout n € N, Zukvk =u, Vy — Z Up1 — ) V.
k=0 k=0

b) Déduisez-en que la série E UpV, CONverge.

Applications :

on Inu,, puis

. w .
¢) Soit w une suite complexe telle que E w, converge. Montrez que pour tout a > 0, la série E —Z converge aussi.
n

’L’I’L0

d) Soit @ > 0 et # € R. Donnez la nature des séries Z

1 — cos(2z)

e) Montrez que pour tout z € R, |sinz| > 3

qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout n € N, |U, — nu,| < M

Us Ui M( 1 _1)
n—1 n

n—1
**%22) Soit E u, une série convergente A termes positifs.
n>1

a) Montrez que pour tout n > 2,

b) Montrez que la série Zun converge.

ur + 2us + 3uz + ... + nuy,

a) Montrez que tend vers 0 quand n tend vers +oo.

n
uy + 2us + 3ug + ... + nu,
nn+1)

b) Montrez que la série Z

n=1
la série E Up, -«

cos (n@) ot Z

|cos (nd)]
. Déterminez la nature des séries E

Z |Sln (nd)]

**%21) Soit u une suite positive de limite nulle. On appelle U,, la somme partielle d’indice n de la série Z u, et on suppose

converge et montrez que sa somme est la méme que celle de



FAMILLES SOMMABLES

* Exercice proche du cours ** Exercice de difficulté normale *** Exercice difficile (voire trés difficile)

+**23) La famille ( est-elle sommable ?

pa(p+q) >p,q>1

+%%24) Pour quelles valeurs de « la famille ((p + ¢)%),, -, est-elle sommable ?

**25) Soit a > 1. Montrez que la famille (

- q) est sommable et justifiez que sa somme est inférieure ou égale
abf +a% /(. g en

a
& —=——. Indication : remarquer que pour tout (z,y) € Rf, 2ry < 2% + 92

2(Va- 1)
*x26)

[e3%
a) Soit o > 0. Montrez que la série Z g—n est convergente. On note S(«) sa somme.
n=0
b) En effectuant le changement d’indice m = n — 1, donnez la valeur de S(1).
¢) En vous inspirant de ce qui précéde, donnez une expression de S(2) en fonction de S(1) et S(0), puis sa valeur.
(_1yn+nnl

d) Montrez que la famille ( S

) est sommable et calculez sa somme.
m,n=0

“+o00 2
1
+**27) Soit a un complexe tel que |a| < 1. En utilisant un produit de Cauchy, montrez que E (n+1a™ = ( ) .

= 1—-a
|*%28)
+oo
a) Pour z € C tel que |z] < 1et N € N, que vaut Z 2" 7
n=N
400 n +o0 2p+1
. x x
b) Soit « € C tel que |z| < 1. Montrez que Z T = Z [Ty
n=1 p=0

|
+*%*29) Pour n € N*, on pose H,, = Z —. On rappelle que H,, =lnn + v + o(1).
n

k=1

+oo
a) Soit (a,b) € N*2. Exprimez nga Py ) en fonction de termes de la suite H.
b) Soit m € N*. Montrez que Ji:w ! Inm

. z - o~ =
d “— n(n+m)mteo m

—1)m

c) Montrez que la famille <()2> est sommable.
m(m + n?) mn>1

(=™
m(m + n)(m + 2n)

d) Montrez que la famille ( ) est sommable.
m,n=>1

**30) Pour n > 2, on pose P(n) le plus grand diviseur premier de n. On note p; = 2,ps = 3,... la suite croissante des
nombres premiers.
Pk < Pk .

pr—1 Dk—1

a) Montrez que pour tout k > 3, pr—1 < pi — 2, puis

1
b) Montrez que la série Z converge (indication : penser & une sommation par paquets).
>2

= nP(n)

**31) Soit u une suite complexe.
Pour z € R, on pose H, = {z € C / Re(z) > x}, son adhérence est H, = {z € C / Re(z) > z}.

a) Montrez que s’il existe sp € C tel que la famille (—;;) est sommable, alors pour tout s € C tel que Re(s) >
n n>1

Re(sp), la famille (Z—Z) est sommable.

n>1
b) Quand la famille (u—") est sommable, on pose f,(s) = n.
n>1

nS S
neN*

Montrez que I’ensemble de définition de f, est, il est non vide, C ou un ensemble H, ou un ensemble H,.



¢) Pour n € N*, on pose D,, = {(d,d') € N** / dd’ = n}. Montrez que N** = |_| D,

neN*
n by, .
d) Soit (ay), (br) deux suites complexes et s € C telles que les familles (%) et (ns) soient sommables.
n>1 n>1
On pose, pour n € N*, ¢, = Z agbyq. Montrez que la famille (C—’Z) est sommable et que f.(s) = fu(s) X fo(s).
n°/nz1

d|n

**32) Cet exercice prolonge le précédent.
On rappelle la définition de l'indicatrice d’Euler : pour n € N*, ¢,, est le cardinal de {k € [1,n] / kAn=1}.

On définit par récurrence la suite de Mdbius : u3 = 1 et pour tout n > 2, u, = — Z -

d|n
d<n

Enfin, on note §,, le nombre de diviseurs de n, o, la somme des diviseurs de n.
On pose ( = f1,{ = fp et M = f,,.
a) Montrez que I’ensemble de définition (au sens précédent) de ¢ est Hy. Montrez que £ est définie sur Ho.
b) On admet la relation suivante : pour tout n € N*, n = Z ¢4. Donnez une relation valable sur Hs liant les fonctions
& et (. Justifiez alors que ’ensemble de définition de §d(l,:t Ho.
¢) On admet que pour tout n € N*, |u,| < 1. Donnez une relation entre M et (, précisez I’ensemble de définition de

M.
d) Déduisez-en la relation : pour tout n € N*, @ = Z %, en admettant 'unicité des coefficients u,, d’une fonction
" d|n
fu-

e) Exprimez fs5 et f, en fonction de (, précisez les ensembles de définition.



Oraux de concours

. Inn . . .
1) Saint-Cyr Pour n € N*, on pose u,, = —. Déterminez la nature de la série Zun Donnez un équivalent de
n

n
Zuk quand n — +oo.
k=1

2) IMT Soit o > 0. Donnez un équivalent de Z(ln k) quand n — +oo0.
k=1

3) CCINP Soit u la suite définie par récurrence par ug > 0 et pour tout n € N, u, 1 = upe” “".

a) Montrez que (u,) converge et déterminez sa limite.

1
— —. Déduisez-en un équivalent de wu,,.

b) Déterminez la limite de
unJrl U,

4) CCINP Montrez que pour n > 1, ’équation 2" + /nz — 1 = 0 admet une unique racine x,, dans [0, 1]. Etudiez

la suite (z,) et montrez qu’elle converge vers 0. Trouvez un équivalent de z,, et étudiez la convergence de la série g Ty
n=1

1
5) CCINP Montrez que la suite (u,,) définie par ug € [0, 1] et u, 1 = §(Un +u?) converge vers 0 et donnez la nature

de la série E Uy -

—1 n
6) CCINP Quelle est la nature de la série de terme général ln(l + ﬁ) ?
n(n+1)
7) CCINP Soit x,y > 0. Représentez graphiquement I’ensemble des couples (z,y) tels que la série Z xT
y’ﬂ nl‘

converge.

8) CCMP Etudiez la convergence de la suite (a,,) définie par ag > 0 et a,, ;1 = 1—e~*". Nature des séries E (—D)"ay
. . CLn+1

t Y a2. Nature de » ay tudier Y In —).

e a; . Nature de ay, (on pourra étudier n— )

n
. . el , . Uy + /12 + a?
9) CCINP Soit (a,) une suite positive et (u,) définie par ug > 0 et pour tout n € N, w41 = %
an
5
b) Montrez que si la série Z a, converge, alors la suite (u,) converge.
n

n+1

a) Montrez que pour tout n € N, up11 — up <

c¢) La réciproque est-elle vraie ? Indication : considérer u,, =

1
10) IMT Soit (uy) la suite définie par ug > 0 et pour tout n € N, w, 1 = Li?,u” On pose (v,) = (n*uy,).
n

UnJrl
U’fL
b) Déduisez-en la nature de la série de terme général w,,.

a) Déterminez la nature de la série de terme général In

1 n?
11 CEN Montrez que la série converge et donnez la valeur de sa somme. Montrez que la série —_—
! e e g o e 2 e

converge et donnez une valeur de n pour que sa somme partielle soit une valeur approchée de sa somme & 10™% pres.

12) CEN
"1
a) Pour n € N*, on pose H, = Z T Montrez que la suite (H,, —Inn),>1 converge.
k=1
+oo (_1)k+1
b) Déduisez de la question précédente la valeur de Z 3
k=1

S S~ ¢~ 1
c) Pour s > 1, on pose ((s) = Z T Calculez Z —
k=1 n=2

13) CEN Si (uy) est une suite réelle telle que ug = 0, on pose alors (v,,),>1 la suite définie par : pour tout n € N*,
U = n(Up — Up—1)-

On note P la propriété « la série E Uy, CONvVerge ».
n>1

On note P; la propriété « il existe ¢ tel que u,, — £ et Z(K — uy) converge ».



a) Si a € R et u,, = arctan(n®) pour n > 1, étudiez la véracité des propositions P; et Ps.

OO
a a 1
b) Soit (ay)n>1 une suite réelle que E a,, converge. Montrez que E f converge et que ,} ?k =0 (n)
=n
c) Comparez les propriétés Py et Ps.

1 n
14) CCMP Soit a € R} — {1/2}. La série Z % converge-t-elle ?
sV (E)r

400 (_lw
15) CCMP Soita>0et R, = » -~
k=n-+1

S

a) On suppose a > 1. Montrez que Z R,=(Mn+ 1R
k=1

b) Etudiez le cas a < 1.
16) CCMP  Soit (a,) € RL".

- 1-1 -
a) On suppose que la série E an ™ converge. Montrez que la série E a, converge.

A L. 1—-1
b) On suppose que la série E an converge. Montrez que la série E an ™ converge.

_1
Vous introduirez, pour A > 1, ’ensemble {n € N* / a}l " < Aay,} et son complémentaire.

_1
¢) Généralisez en remplacant ai " par al~’ avec une hypothése adéquate sur la suite (b,,).

17) CCMP Soit f une permutation de N*. On pose E(f) = {a ER/ Z J) converge}.
nOé
a) Montrez que E(f) peut étre vide. Montrez dans le cas contraire que E(f) est un intervalle minoré par 2 et non
majoré.
b) Soit B > 2. Montrez l'existence de f telle que E(f) = |B, +0o0|.

18) X Pourn € N*, on pose un227_

a) Montrez que la suite (up)n>1 converge. On note £ sa limite.

b) Montrez que £ = —(1 + /2) f ﬂ
i

19) X  Soit an une série absolument convergente de réels.

a) Montrez que pour tout réel p > 1, la série Z |z, [P converge.

+oo
b) Déterminez la limite quand p — +o0, de Z |, |P.
n=0
1 .
20) X Soit @ > 0 et (u,) une suite de réels strictement positifs telle que It 1240 <2> Etudiez la
Un, n n

convergence de la série E Up,-



