Familles sommables

Dans ce chapitre, E désigne un espace vectoriel normé de dimension finie (qui peut étre R ou C), || || la norme
associée (qui est dans ce cas la valeur absolue ou le module).

Si A, B sont deux ensembles, alors on note A C; B pour indiquer que A est un sous-ensemble fini de B.

1 Sommes finies

1.1 Définition

D’abord un rappel : on définit par récurrence la somme de n éléments numérotés de E x4, ..., x, par
n

— sin =0, alors E zr, = 0 (une somme vide a pour valeur 0 par convention) ;
k=1

n+1
— pour tout n € N, ka = (Z mk> + g1

k=1 k=1
q

On définit de méme par récurrence les sommes de la forme Z zr quand p — 1 < ¢ (si ¢ = p — 1, la somme est

k=p
vide donc vaut 0).

KProposition 1. Soitn € N*, x1,...,Zpn, Y1, ..., Yn 2n éléments de E, \ un scalaire. R
Alors

pour tout (p,q) € [1, n]]2 tel que p < ka = Zxk + Z Tk 5
k q+1
pour toute bijection ¢ de [1,n] dans lui-méme, ka = Za%(k) ;

k=1 k=1
n n n

n n
pour tout p € [1,n], Z(mk + k) = Zxk I Zyk et Z(/\xk) = /\Zxk;
k=p k=p k=p k=p k=p
n

n
si pour tout k € [1,n], 2 < yi, alors ka < Zyk.
k= k=
= ! ! /

Démonstration.
— On pose Z(n) la proposition

«¥Y(x1,. .. 20) € E" Y(p,q) €[1,n]* p q:Zxk—Zxk—&— Z T .

=p k=q+1

n

Si n =1, alors pour tout (p,q) € [[1,71]]2, p=q=1donc Zxk =z71+0= ka + Z x, donc L (1)

k=p k=p k=q+1
est vraie.

Si 2(n) est vraie, alors soit (z1,...,2,41) € E" ! et (p,q) € [1,n+ 1] tel que p < g :

n+1 n
e si ¢ < n, alors par définition, Z T = Z Tk + Tpy1, donc d’aprés ’hypothése de récurrence,
k=p k=p
n+1 n+1
wazxw > b fZIH >
k=q+1 k=q+1
n+1 n+1
e sig=n+1, alors ka—Zxk+0—Zxk+ Z Tp.
k=q+1
n+1 q n+1
Dans les deux cas, on a montré Z Tp = Zxk + Z xg. Autrement dit £ (n + 1) est vraie.
k=p k=p k=q+1

D’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N*, &2(n) est vraie.



— on pose Z2(n) le prédicat

n
« pour toute bijection ¢ de [1,n] dans lui-méme, ¥(x1,...,z,) € E" Z T = Z Top(r) »

2(1) est vraie, car la seule bijection de [1,1] dans lui-méme est ’application 1 — 1.

Si 2(n) est vraie, alors soit (z1,...,%,+1) € E"T! et ¢ une bijection ¢ de [1,n + 1] dans lui-méme :
e sipn+1l)=n+1, alors ¢ induit une bijection de [1,n] dans lui-méme, donc d’aprés ’hypothése de
n+1 n+1
récurrence, ka = Z$¢(k donc Z Top(k) = wa (k) T To(n+1) Zxk + Tpt1 = Z Tk ;
k=1

. go(n—i—l) m#n—i—l alors
on pose ¢ = (m,n + 1) o ¢ (composée d’une transposition avec @) et a = ¢~ ! (n 4 1),

dans ce cas, ¥(n+1) =n+ 1, ¢(a) = m et pour tout k € [1,n+ 1] — {a,n + 1}, (k) = ¢(k), donc

n+1 n+1
d’apres le cas précédent, Z T = Z Ty (k), donc en utilisant le résultat précédent,
k=1 k=1
n+1 a—1
Z T = Z Lo (k) + Lap(a) + Z Lo (k) + Top(n+1) = Z T (k) + Ty + Z Top(k —|— Tn41
k=1 k=1 k=a+1 k=a+1
Z To(k) T Ton+1) + Z To(k) T To(a) = Z%(k)
k=1 k=a+1 k=1
n+1 n+1
Dans les deux cas, on a montré Z Tp(k) = Z 2. Autrement dit 2(n + 1) est vraie.
k=1 k=1

D’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N*, 2(n) est vraie.

— on pose Z(n) le prédicat «V(x1,...,Tn, Y1,...,yn) € B> Vp e [1,n] Z Tr+Yr) ka—i—z Yk -

k=p
1 1
(1) est vraie, car Z(azk +yp)=x1+y1 = Zxk + Zyk.
k=1
Si Z(n) est vraie, alors soit p € [1,n + 1],
n+1 n n n
o sip<malors Y (zk+uy) = D (@ + k) + @ng1 + Uns1) = DTk + DUk + Tng1 + Yng1 =
k—p k=p
n+1 n+1
Zxk + Tnt1 +Zyk+yn+1 = Zxk +Zyk
e si p =n+1, alors on conclut dlrectement comme dansle casn =1
n+1 n+1 n+1
Dans les deux cas, on a montré Z(Cﬂk +yk) = Z T + Z yi. Autrement dit Z(n + 1) est vraie.
k=p k=p k=p

D’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N*, Z(n) est vraie.
— Les derniers points se démontrent de méme par récuurence.

Proposition 2. Soit I un ensemble fini et non vide d’indices, n son cardinal. Soit f,g deux bijections de
[1,n] dans I (des énumérations de I).

n n
Alors pour toute famille (x;);c; d’éléments de E, fo(k) = ng(k).
k=1 =

Démonstration. Soit I un ensemble fini et non vide d’indices, n son cardinal, f, g deux énumérations de I
et (x;)ier une famille d’éléments de F.

Alors g~ to f est une bijection de [1,n] dans lui-méme, donc d’aprés la proposition 1,

Z:E!J(k) ng(g tof(k sz
k=1

Autrement dit, quel que soit 'ordre dans lequel on numérote les éléments de la famille (z;);c; puis en les
additionnant dans cet ordre, on obtient toujours la méme somme.



Définition. Si I est un ensemble fini d’indices et (z;);cr une famille d’éléments de E, alors on pose Z Z;
il
n
la valeur d’une somme Z Ty, ol f est une quelconque bijection de [1,n] dans I.
k=1

n
Cette définition est cohérente, puisque la valeur de la somme Z:r #(k) ne dépend pas du choix de f d’apres

k=1
le proposition précédente. Autrement dit, il est inutile de connaitre ’énumération choisie pour additionner les

éléments de la famille, on peut considérer cette somme comme une somme « en vrac » de tous les éléments.

1.2 Propriétés

KProposition 3. Soit I un ensemble fini d’indices et (x;)icr, (yi)ics deux familles d’éléments de E, A un\
scalaire.
Alors
— pour toute bijection f d’un ensemble J dans I, Zazz = Z:Ef(j) (changement de variable, d’indice
i€l jeJ
dans une somme) ;
— pour toute bijection f de I dans lui-méme, le = fo(i) (propriété de commutativité) ;
iel iel
— pour tout couple (J,J') de parties de I disjointes et de réunion I, Z g8y = Z x; + Z x; (propriété
il ieJ icJ’
d’associativité) ;
plus généralement, pour toute partition (I )rcx de l’ensemble I, Zwl = Z (Z xl> S
il kEK \i€l}
— si J C I et pour tout t € I, x; est un réel positif, alors in < in;
icJ el
— D @wity) =) @ty yiety Ow) =AY @i
i€l i€l i€l i€l i€l
— st pour tout i € I, xz; < y;, alors sz £ Zyl
K i€l i€l j

Démonstration. On appelle n le cardinal de I.
— Soit f une bijection de J dans I. On choisit une énumération ¢ de J. Alors f ot est une énumération
de 1.

Alors par définition, Zmi = foowk) et fo(j) = me(w(k))’ donc Zmi = fo(j).
iel k=1 jed k=1 iel jed

— Cas particulier I = J du point précédent.
— Soit (J, J') un couple de parties de I disjointes et de réunion I. On note ¢ le cardinal de J, de sorte que
n — q est le cardinal de J’.

On choisit une énumération ¢ de J et une énumeération ¢ de J, alors I’application
0: [1,n]
k
k
est une énumération de I.

n q n q n q n—q
Donc Zfﬂi = erac) = er(m + Z To(k) = Z%(k) + Z Top(k—q) = Z%(k) + Z%(k) =
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

il k=q+1 k=q+1
i€J e’

Puis si (I)rex est une partition de ’ensemble I, ’ensemble K est fini donc par récurrence sur le cardinal

b de K, on montre Z T = Z (Z :cZ) en utilisant le cas b = 2 démontré précédemment (il suffit de
icl k€K \icly



choisir un élément o de K, poser J = I, et J' = |_| Iy et remarquer que la famille (/)rex—{q} est
ke K—{a}
une partition de ’ensemble J’ et que le cardinal de K — {a} est b — 1)
— Démonstrations immédiates des deux derniers points en utilisant une énumération de I.

2 Conventions de calcul dans R, U {+oco}

L’ensemble R U {400} est muni d’une addition : pour tout (z,y) € Ry U {+o0}?,
— si x et y sont réels, z + y est la somme habituelle de deux réels positifs;
— si x = +00 ou y = +00, alors on pose x + y = +o0.
et d’une multiplication :
— si x et y sont réels, xy est le produit habituel de deux réels positifs;
— siz=0o0uy =0, alors on pose 2y = 0;
— sl & =y = 400, alors on pose zy = +o0.

Il est aussi muni d’une relation d’ordre :
— si x et y sont deux réels, alors z < x ou x < y désignent les relations habituelles;
— si x est réel et y = +00, alors on pose x < +00 et aussi < +00;
— si x =y = +00, alors +00 < 400.

~

KProposition 4. L’addition dans Ry U {400} est associative, commutative, et admet pour neutre 0.
La relation < est une relation d’ordre total dans Ry U {+o00}.

De plus l’addition et la mutilplication sont compatibles avec la relation d’ordre : on peut additionner ou

multiplier deux inégalités membre a membre.
N J /
KDéﬁnition. Soit A une partie de Ry U {400}, non vide. )
Si A est une partie ne contenant pas +oo, alors
— si A est majorée, elle posséde une borne supérieure dans R ;
— sinon on pose sup A = +o0.
KSi A est une partie contenant +o0o, alors on pose sup A = +o00. )

Cette définition prolonge la notion de borne supérieure a toutes les parties de Ry U {400}, au sens ou pour
toute partie A de Ry U {+o0}, sup A est le plus petit majorant dans Ry U {+oo} de la partie A.

3 Somme d’une famille de réels positifs

Définition. Soit (z;);c; une famille d’éléments de R4 U {+o0}.

On pose le sup{ij / J Cy I}.

i€l i€J

Remarque. Cette définition est sensée, car I’ensemble {Z xj [ JCs I} est une partie de Ry U{+o0}, donc
=
posséde toujours une borne supérieure dans R, U {+oco}.

Définition. Soit (z;);es une famille d’éléments de R U {+oo}.

On dit que la famille (z;);c; est sommable quand le < +o0.
i€l

Evidemment, une famille sommable positive ne peut pas prendre la valeur 400, autrement dit une famille
sommable est nécessairement une famille de réels positifs.

3.1 Cas des séries a termes positifs



KProposition 5. Soit u une suite de réels positifs. )

Alors la série E u, converge et s.si la famille (u,)nen est sommable. Dans ce cas, les sommes coincident :
n=0
Z =) un
K neN j

3.2 Propriétés

Proposition 6. La somme d’une famille (x;);cr d’éléments de R; U{+oo} est invariante par permutation
(i-e par changement de variable) :

st o est une permutation de I, alors Zzz = Zxa(l)

iel iel
En particulier, si (z;);er est une famille sommable, toute permutation de la famille est encore une famille
sommable, de méme somme.

En particulier, dans le cas ou I = N, si une série & termes positifs Zun est convergente, alors on dit qu’elle
est commutativement convergente : changer ’ordre des termes change bien sir les valeurs des sommes partielles
mais ne change pas la valeur de la limites de ces sommes partielles.

Démonstration. On pose S = Zml et §' = ch,(i).

iel icl
Soit J Cy I. Alors o(J) est aussi une partie finie de I, donc Z x; < 5, c’est-a-dire ng(,;) < S. Donc
jea(J) =

S'<S.

La méme preuve, en échangeant les deux familles et en remplacant o par ¢!, montre que pour tout J C 1,

Zxafl(a(i)) =5 < S/. Donc S = S/. (]

el

Proposition 7. Soit (v;)icr, (yi)icr deuz familles d’éléments de Ry U {+oo} et \ un réel positif.

Alors Z(ml +yi) = in + Z:yz et Z()\xl) = )\in.

i€l icl icl icl icl

Démonstration. Pour simplifier, on note S(x) la somme Z Ti-
i€l
— Soit J Cy 1. Alors Z(xi +yi) = le + Zyi < S(z) + S(y).
i€ i€ icJ
Ceci étant vraie pour toute partie finie J de I, on en déduit que S(z +y) < S(z) + S(y).
Réciproquement, soit J Cy I, K Cy 1.

AlorsZa:i+Zyi< Z x; + Z Yi = Z (i +yi) < Sz +y).

ied ieK i€ JUK ieJUK ieJUK
OnamontréquepourtoutJCfI,ZJ;iS (x+y)— Zyl Donc S(z) < S(x +y) — Zyl
icJ iceK e K
On a montré que pour tout K Cy I, Zyl < S(z 4+ y) — S(x). Donc S(y) < S(z+y) — S(x) ie.
ieK

S(x) +5(y) < Sz +y).
Avec les deux inégalités en sens opposé, on en déduit Pégalité S(z + y) = S(z) + S(y).
— Soit J Cy 1. Alors Y (Az;) =AY i < AS(x)
ieJ icJ
Ceci étant vraie pour toute partie finie J de I, on en déduit que S(Az) < AS(x).
Si A =0, on a directement S(Az) = AS(x) =

1 1
Si A > 0, alors de méme, S(x) =S (A/\x> < XS(/\J?), donc A\S(x) < S(Ax).

Avec les deux inégalités en sens opposé, on en déduit 1'égalité S(Ax) = \S(z).



Le produit par un réel strictement positif d’une famille positive est sommable si et s.si la famille est som-

Corollaire 1. La somme de deux familles positives est sommable si et s.si les deuz familles sont sommables.
mable.

Si pour tout i € I, 0 < x; < y; et la famille (y;)icr est sommable, alors la famille (x;);c; Uest aussi et

in < Zyz

el i€l

[Proposition 8. Soit (z;)icr, (Yi)ier deux familles d’éléments de Ry U {+o0}. }

(z:)ier est une famille positive sommable, alors (z;)ics est sommable et sz < Zmz

Proposition 9. Toute sous-famille d’une famille positive sommable est elle-méme sommable : si J C I et
icJ il

3.3 Théoréme de sommation par paquets

Théoréme 1. Soit (x;);c; une famille de réels positifs.

Si I est partitionné en une famille (I,),cp de parties (i.e. deux a deux disjointes et de réunion I), alors

D | 2w )= =

peP \i€l, i€l

3.4 Théoréme de Fubini

Théoréme 2. Soit (2;;)( jycrxs une famille de réels positifs. Alors }

e (Z m) =2 2

(i,5)eIxJ je€J \iel el \jeJ

Ce résultat se généralise par récurrence dans le cas d’un produit cartésien I1 X ... X Ij.

Un cas particulier courant.

Proposition 10. Soit (a;)icr, (bj)j;ns deuz familles de réels positifs.

Alors la famille (a;b;); jyerxs est sommable si et s.si les familles (a;)icr, (bj)jing sont sommables, dans
ce cas on a

Z aibj:ZaiXij

(i,j)€IxT iel jed

4 Familles sommables dans un espace vectoriel de dimension finie

4.1 Définitions

Définition. Soit (x;);c; une famille de vecteurs de E.

On dit que la famille (x;);cr est sommable quand la famille (||z;|)icr est sommable, c’est-a-dire quand

> il < +oo.

el

Cette définition est indépendante du choix de la norme, car en dimension finie, toutes les normes sont équiva-
lentes.

a) Cas réel



Définition. Soit z un réel.

On appelle partie positive de x le réel 27 = max(0, x) et partie négative de x le réel 2~ = — min(z, 0).

On remarque les égalités suivantes : |z| =27 + 2~ et z =21 — 2~

Proposition 11. Soit (x;);cr une famille sommable de nombres réels, alors les deux familles positives

(z])ier et (z] )icr sont sommables et on a bien sir E |z;| = E Ty + E s c
i€l i€l iel

On pose alors E T = E acj — E x; , qui est un réel tel que
icl icl icl

D

icl

<D lail-

el

b) Cas complexe

Proposition 12. Soit (ag)rer une famille sommable de nombres complexes, alors les deuz familles réelles
(Re(ak))ker et (Im(ak))ker sont sommables.

On pose alors Z ap = Z Re(a) +1 Z Im(ayg), qui est un complexe tel que
kel kel kel

S

kel

<Z|ak|-

kel

Exemples.
— Toute famille finie est sommable et sa somme au sens des familles sommables est sa somme habituelle.
— Une suite (an)nen est sommable si et s.si la série Zan est absolument convergente. Dans ce cas, les

“+o0
deux notions de somme coincident : E an = E Qnp.
n=0 neN

Ezxercices :
)
1) Soit 6 € |0, 27[. Montrez que la famille (673) est sommable.
(k+03) cpyenw

c) Cas général

Comme E est de dimension finie, on en choisit une base # = (e1,...,¢€p).
Pour toute famille sommable (x;);cr € E!, on note Zi1,-..,Tip les coordonnées de x; dans la base 2.

Alors pour tout k € [1, p], la famille de réels ou complexes (z; x)icr est sommable.

On pose alors Z x; le vecteur qui a pour coordonnées (Z Tilye-o Zwi}p> dans la base 4.
iel iel iel

On note ¢! (I, F) 'ensemble des familles sommables de E indexées par I.

4.2 Propriétés

Proposition 13. Toute sous-famille d’une famille sommable de E est elle-méme sommable.

Si (a;)ier est une famille sommable, toute permutation de la famille est encore une famille sommable, de
méme somme.

En particulier, les séries absolument convergentes sont commutativement convergentes.

Comme pour les séries, on dispose d’un théoréme de comparaison entre familles sommables.

Proposition 14. Soit (a;)icr, (b;)icr deuz familles d’éléments indexées par I.
Si pour tout i € I, 0 < |la;|| < b; et la famille (b;);er est une famille sommable de réels positifs, alors la

famille (a;);cr Uest aussi et HZ aiH < Z lai]] < Zbi'

i€l i€l i€l

La linéarité est encore vérifiée, mais n’est pas évidente au regard des définitions.



Proposition 15. L’ensemble /' (I, E) est un espace vectoriel et application (a;)ics — Z a; est une forme

iel
linéaire :
si (a;), (b;) sont dans (*(I, E) et \ un scalaire alors Z(ai +b;) = Zai + Zbi et Z()\ai) = )\Zai.
icl icl iel iel iel

4.3 Théoréme de sommation par paquets

~

KThéoréme 3. Soit (a;)icr une famille sommable de E.

Si I est partitionné en une famille (I,),cp de parties (i.e. deux a deux disjointes et de réunion I), alors
pour tout p € P, la sous-famille (a;)ic1, est sommable et

> (Su] =T

peP \i€l, iel

- /

Ezercices :
2) Montrez que pour tout complexe z tel que 0 < |z| < 1, la famille (z/"!),,cz est sommable et calculez sa somme.

1"
3) Montrez que la famille Gl est sommable et calculez sa somme en fonction de ¢(2) et ¢(3).
max(m,n)3 monsl

4.4 Théoréme de Fubini

Théoréme 4. Soit (a; )i j)crxs une famille sommable de E.

Alors pour tout i € I, la famille (a; ;)jcs est sommable; pour tout j € I, la famille (a; ;)icr est sommable

et > =3 (o) - X (S

(2,7)€IXJ JjeJ \iel i€l \jeJ

Ce résultat se généralise par récurrence dans le cas d’un produit cartésien I7 X ... X I.

Exercices :

—1)P
4) Montrez que la famille <u) est sommable et calculez sa somme.
p,q=2

Un cas particulier courant.

Proposition 16. Soit (a;) € £* (1), (b;) € £*(J).

Alors la famille (a;bj) jyerxs est sommable et

Z aibjzzaiXij

(i,5)eIxJ i€l JjEJ

4.5 Produit de Cauchy de deux séries

Définition. Soit E a, et E b, deux séries & termes dans E.
n=0 n=0

n
On appelle produit de Cauchy des deux séries la série Z ¢, ou pour tout n € N, ¢, = Z agbn_k.
n>0 k=0

Remarque. Quand les séries ne commencent pas a partir du rang 0, il faut se méfier! Une idée simple est de
se ramener au cas précédent en décalant les indices.

Exemple trés courant : les séries commencent au rang 1. Dans ce cas, le produit de Cauchy des séries E an et

n>1

n
E b,, est la série E ¢, ou pour tout n € N*, ¢, = E apbpt1—k-
n>1 n>1 k=1



Théoréme 5. Si les séries Zan et Z b, sont absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy
n>0 n>=0

est aussi absolument convergent et
—+oo “+o0 —+oo
g Cp = E an X g bn,
n=0 n=0 n=0

Un exemple fondamental.

ZTL
Proposition 17. Soit z € C. La série de terme général — est absolument convergente et
n!

+oo

VzeC Z%zez
n=0

Remargue. L’absolue convergence des séries est indispensable! Si on ne suppose que la convergence des séries,
alors le produit de Cauchy peut trés bien étre une série divergente (voir exercice).

Exercices :

n
5) Soit z > 0. On pose b, la somme partielle de la série Z % et ¢, = Z—Z Donnez une condition nécessaire et
n=0
suffisante sur = pour que la série Z ¢, converge. Dans le cas ou elle converge, donnez la valeur de sa somme en
n=0
fonction de .

—1 n
6) Soit a, = (=) . Montrez que la série Z an converge, mais que son produit de Cauchy avec elle-méme diverge

\/ﬁ n>1
b2

(indication : pour tout b > 0 et = € [0,b], z(b — z) < Z)




