Séries numeériques et vectorielles : révisions et compléments

Dans ce chapitre, F désigne un espace vectoriel normé (qui peut étre R ou C), || || la norme associée (qui est
dans ce cas la valeur absolue ou le module).

1 Rappels

1.1 Définitions et notations

~

/Déﬁnition. [Série vectorielle] Soit u une suite de E. On associe & cette suite la suite s définie de la
n
fagon suivante : pour tout n € N, s, = Z U
k=0
La suite s est appelée série de terme général u,, et notée Z Up OU Zu Chaque nombre s,, est appelée

n=0
somme partielle d’indice n de la série.
\_ P J

L’adjectif « numérique » associé au mot « série » signifie que les termes généraux de la série sont en fait des
nombres réels ou complexes.

Comme les séries sont des suites particuliéres, les opérations vectorielles sur les suites sont valables :

si u et v sont deux suites et A, x4 sont des scalaires, alors on appelle combinaison linéaire des deux séries E U,

n=0

et Z vy, la série Z()\un + pop,).

n=0 n>=0
1.2 Convergence d’une série
KDéﬁnition. Soit u une suite de E. R

n
On dit que la série Zu converge si et seulement si la suite des sommes partielles (s,) = (Z uk>
k=0
converge.
+oo
Dans ce cas, si £ = lim s,, alors £ est appelée somme de la série Z u et on note £ = Z Uy, -
n—-+o0o ]
“+o0
On appelle aussi reste partiel d’indice n de la série le nombre r,, = Z uy, de sorte que r, + s, = £.
k=n-+1
La suite des restes partiels converge donc vers 0.
Dans le cas contraire, on dit que la série Z u diverge.
)
Exemples.
—+oo
. L. n . . n 1
— Soit x € C, alors la série Z a™ converge si et seulement si |z| < 1, et dans ce cas, Z " = T2 Cette
— T
n=0 n=0

série est appelée série géométrique de raison x. Plus généralement, si |z| < 1, alors pour tout n € N,
+oo n
k :E

g =T

—x
k=n 1

— Les séries de Riemann : E — converge si et seulement si a > 1.
n

nz=1
prg too prg
— Pour tout z € C, la série Z ) converge et Z Pl e®.
n=0
Remarque. Veillez A ne pas confondre la signification des symboles (malheureusement, les sujets de concours
ne sont pas toujours aussi rigoureux).



— E u, désigne un objet abstrait, en I’occurrence une suite de vecteurs :

(’U,o, 7.L0+’U,1, UO+’LL1+U2,..., u0+u1+...+un,

Ce symbole est toujours défini.
n

— E uy désigne un vecteur, il est toujours défini : c’est une vraie somme au sens habituel, toutes les régles

k=0
de calcul usuelles sur les sommes s’appliquent.
+oo

— E u,, désigne un vecteur uniquement dans le cas ou la série E u, converge, ce n’est pas une « vraie »

n=0
somme, c’est une limite, donc il est & utiliser avec précaution.

Autrement dit (dans les cas les plus courants, i.e. dans un cadre numérique), E Uy, Sert & nommer une suite

de nombres : ce n’est donc pas une vraie somme au sens numérique, ce symbole n’a rien & faire dans un calcul

numérique, il apparait dans les phrases.
+oo

En revanche, quand il est défini, le symbole Z u, est un nombre et n’est pas la série lui-méme :

n=0
dans les calculs.

On peut bien sir généraliser aux séries quelques théorémes d’opérations.

il apparait

Proposition 1. Soit u,v deux suites de E et A un scalaire.
Si les séries Z u et Z v convergent,

400 400 —+o0
alors la série Z(u + \v) converge et Z(un + Av,) = Z Up + A Z Up-
n=0 n=0 n=0

Ceci prouve aussi que l’ensemble des séries convergentes est un K -espace vectoriel.

Remargue. La somme d’une série divergente et d’une série convergente est une série divergente.

En revanche, il n’y a rien & dire a priori & propos de la somme de deux séries divergentes.

1.3 Lien entre convergence de suites et convergence de séries

Proposition 2. Soit u une suite de F.

Si la série E u converge, alors la suite u converge vers 0.

Remarque.
— La réciproque est fausse!

— Par contraposition, si une suite u ne tend pas vers 0, alors la série associée diverge : on dit que la série

g u diverge grossiérement.

Exemples.

1
— On appelle série harmonique la série Z —. Cette série diverge, pourtant son terme général tend vers 0.
n

n>1

Définition. Soit u une suite de E. On pose v,, = Up41 — Up.

La série E v est appelée la série télescopique (ou série domino, ou série différence) associée a u.

CProposition 3. Une suite converge si et seulement si sa série télescopique associée converge.




Exercices :
n

1) On pose u, = Z P Inn. Montrez que la suite v converge.
k=1

2 Séries réelles a termes positifs

Dans cette partie, on s’intéresse uniquement aux séries dont le terme général est un réel positif.

On rappelle un premier théoréme issu du cours de Premiére Année.

Théoréme 1. Soit u, v deuz suites réelles positives.
> Si0<u< v et sila série E v converge, alors la série E u converge.
> Si0<u<v et sila série E u diverge, alors la série E v diverge.

> Siu~ v, alors les séries E u et g v sont de méme nature.

Remarque. On compare les termes généraux des séries, pas les sommes partielles!

Une application classique : la régle de d’Alembert.

U
Proposition 4. Soit u une suite réelle strictement positive, telle que ol 5. Alors

un n—+oo
> sif <1, la série E U converge ;

> sif > 1, la série Zu diverge (grossiérement) ;

> si £ =1, on ne peut rien conclure.

Ezercices :

mn

2) Soit z,y > 0. Représentez graphiquement I’ensemble des couples (z,y) tels que la série z Py converge.
y7L nl

. . 1
3) Montrez que la suite (uy) définie par ug € [0, 1] et unt1 = i(un + u2) converge vers 0 et donnez la nature de la
série Z Un .

On donne quelques versions plus élaborées du th. de comparaison dans la suite du chapitre.

2.1 Théoréme de Cesaro

Uy + ...+ Up

n n——+oo

Théoréme 2. Soit u une suite numérique, qui converge vers £. Alors

n

Dans le cas ou ¢ # 0, alors la série E u diverge grossiérement et g Uk~ nk.
n—-+oo
k=0

n
Dans le cas ou £ = 0, alors on peut juste dire Z ug, = o(n).
k=0
Ezercices :
Unp + 1
Up +2°
Etudiez la convergence ou divergence de la suite u, puis donnez un équivalent simple de u, quand n — +oco.

4) Soit u la suite définie par récurrence par uo > 0 et pour tout n € N, uny1 = un +

2.2 Théoréme de comparaison par domination de séries a4 termes positifs

Dans le cas convergent d’abord, les restes partiels suivent la méme relation de comparaison.

Théoréme 3. Soit u, v deuzx suites réelles positives.

o0 —+oo
Siu=0(v) et la série Zv converge, alors la série Zu converge. De plus, Z ur = O ( Z vk>.

k=n+1 k=n-+1



—+o0 —+oo
Siu=o0(v) et la série E v converge, alors la série E u converge. De plus, E U = 0 E vk |-
k=n-+1 k=n+1

Dans le cas divergent ensuite, les sommes partielles suivent aussi la méme relation de comparaison.

KThéoréme 4. Soit u, v deux suites réelles positives. )
n n
Siu=0(v) et la série Zu diverge, alors la série Zv diverge. De plus, Zuk =0 (Z vk> .
k=0 k=0
n n
Siu=o0(v) et la série Zu diverge, alors la série ZU diverge. De plus, Zuk =0 <Z vk>.
K k=0 k=0 j

2.3 Théoréme de comparaison par équivalence de séries 4 termes positifs

KThéoréme 5. Soit u, v deux suites réelles positives. )

Siu~wvetu=0, alors les séries E u et g v sont de méme nature : l'une converge si et seulement si
l’autre converge.

De plus,
+oo —+oo
> si les séries convergent, alors les restes partiels sont équivalents : Z Up — ~ Z Vg 5
PR e B

> si les séries divergent, alors les sommes partielles divergent vers +oo et sont équivalentes :

n n
E Uk ~ E Vi .
n—-+oo
k=0 k=0

\ )
Exercices :
n
5) Soit a € ]0,1]. On pose u,, = sin @ pour n € N*. Selon la valeur de a, déterminez la nature de la série Zun-
n
n=1
n —+oo
Montrez que si a = 1, alors Zuk ~Innetsia<l, Z ur = o(a™).
k=1 k=n

2.4 Théoréme de comparaison série - intégrale

Proposition 5. Soit f une fonction positive et décroissante sur R .

n
Alors la série de terme général f(n) et la suite de terme général / f sont de méme nature.
0

A retenir : la technique d’encadrement des sommes partielles d’une série Z f(n) (ou des restes partiels) par
des intégrales quand f est positive et monotone.

Faites un dessin!

Exemples.
"1
— Z — ~ Inn (4 connaitre!).
k n—-+oo
k=1
“+o0
— Si o > 1, un équivalent simple de — quand n — +00 est ————.
’ 4 P Z po 4 (@ — D)no—1
k=n-+1
Exercices :
—+oo
X Ink
6) Pour n € N*, on pose u,, = %
k=n
. . . . . i (In n)2
Justifiez l'existence de w,, puis montrez la divergence de la série Z un. Montrez que Z Up —~
P n——+oo 2



3 Séries absolument convergentes

Définition. Soit u une suite de E.

On dit que la série E u est absolument convergente si et seulement si la série & termes positifs E ||u|| est
une série convergente.

3.1 Lien entre absolue convergence et convergence

CThéoréme 6. Si E est de dimension finie, alors toute série absolument convergente est convergente. )

Remarque.

converge (on 'appelle la série harmonique alternée) mais ne

(="

— La réciproque est fausse : la série Z
n>1

converge pas absolument.
— L’hypothése de la dimension finie est indispensable. En dimension infinie, ce résultat est faux en général.

Ezxercices :

1 "n
7) Soit z > 0. Montrez que les séries E %, E v/n cos(z) sin” E n 2/ convergent.
VLxVL :I:n n xT
n>0

3.2 Un exemple fondamental : ’exponentielle de matrice.

Soit p € N*. On choisit comme norme sur E = .#,(C) une norme sous-multiplicative. Alors pour tout n € N*,

A n
4" < 4], donc 1AL

<
n!

n!

Or la série L converge (et sa somme vaut exp ||Al|), donc par comparaison de séries a termes positifs, la
TL' ) )

A" too ArL
série Z —— est absolument convergente. On pose alors exp A = Z
n=0

3.3 Extension des résultats par comparaison

Définition. Soit u une suite de E et v une suite réelle positive.
On dit que u = O(v) quand IM >0 Ing e N Vn>ny |u,| < Mo,.
On dit que u = o(v) quand Ve >0 Ing € N Vn =ng |ju,|| < evp.

KProposition 6. Soit u une suite de E, v une suite réelle positive. )
Si E est de dimension finie, u,, = O(v,,) quand n tend vers +oo et la série Zv converge, alors la série

Zu est absolument convergente.

“+o0 +oo
De plus, Z uk:O< Z vk>.

K k=n+1 k=n-+1 j
Ceci est encore valable si u, = o(vy,).
KProposition 7. Soit u une suite de E, v une suite réelle positive. )

Si E est de dimension finie, u, = o(v,) quand n tend vers +oo et la série E v converge, alors la série

Zu est absolument convergente.

+oo +o0o
De plus, Z uk:0< Z Uk>.

k=n-+1 k=n-4+1
\_




3.4 Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes

Définition. Soit F une algébre normée de dimension finie, E a, et E b,, deux séries & termes dans E.
n=>0 n>=0

n
On appelle produit de Cauchy des deux séries la série Z ¢, ou pour tout n € N, ¢, = Z agbn_k.
n>0 k=0

Remarque. Quand les séries ne commencent pas a partir du rang 0, il faut se méfier! Une idée simple est de
se ramener au cas précédent en décalant les indices. Ou alors on ajoute aux suites des premiers termes fictifs
nuls.

Exemple trés courant : les séries commencent au rang 1. Dans ce cas, le produit de Cauchy des séries E an et

n>1
n
Z by, est la série Z ¢, ou pour tout n € N*, ¢, = Zakbnﬂ_k.
n>1 n=2 k=1
KThéoréme 7. Avec les mémes hypothéses sur E. )

Si les séries Z an et Z b, sont absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy est aussi absolu-
n>=0 n=0
ment convergent et

“+o00 “+ o0 “+o00
Sen=3 e Yoh,
K n=0 n=0 n=0

4 Séries alternées

Définition. Une série alternée est une série réelle Zun telle que pour tout n € N, u,; est de signe
OpPOSé & Uy, -

En général, les séries alternées sont reconnaissables a la présence d’un facteur (—1)" dans ’expression du terme
général.

On dispose d’une condition suffisante de convergence d’une série alternée (qu’on appelle le critére spécial des
séries alternées).

~

Théoréme 8. Soit Z(—l)"un une série alternée.

Si la suite u
— est positive,
— est décroissante,
— et converge vers 0,
alors la série Z(—l)”un converge.

+oo
Dans ce cas, la somme de la série est positive, et si on note R, = Z (—l)kuk le reste partiel d’indice n,
k=n-+1
Kalors pour tout n € N, R,, est du signe de son premier terme (i.e. du signe de (—1)""") et |R,,| < uny1 < Un- )

Exemples.
(1"

n

— La série harmonique alternée E
n>1

. (__1)n
— La série Z converge.
>2

converge.

Inn

Remarque.
— Si Z (—1)™u, est une série alternée convergente, sa somme a le signe du premier terme de la série (ici
n>ng
le signe de (—1)"°uy,,).



_1)n
— La condition de décroissance de la suite u est essentielle! Contre-exemple : la série Z # est
= (=) ++/n

une série alternée divergente.

De plus, cela fournit un contre-exemple au théoréme de comparaison par équivalents si on ne tient pas
compte de la condition sur le signe, qui doit étre constant.

Exercices :
8) Soit a > 1. Pour n € N*, on pose u, = Ji:.o (1"
. 3 n = ko + ]C

Justifiez I’existence de u,,. Montrez que la série E Un CONVErge.
n>1



