Mpi Devoir non surveillé 5

Probléme 1 - Equivalent du reste partiel de certaines séries alternées

Dans ce probleme, f désigne une fonction de R’} dans lui-méme et A un réel au moins égal a 1 tels que
(1) pour tout z >0, f(z)+ Af(z+2) > (1+N)f(z+1)
(2) pour tout >0, A\f(z+1) < f(z)

(3) quand x — 400, f(x)~Af(x +1).

(4) lim f(z) =0

T—r+0o0

3
4

On pose u,, = f(n) pour tout n € N*.

I. Cas général

+oo
Q 1. Justifier la bonne définition de R,, = Z(—l)kuk pour tout n € N*.

k=n

Q 2. Montrer que si A = 1, alors la condition (1) est satisfaite si on suppose f convexe. Montrer que si A > 1, la condition
(4) est superflue.

Q 3. Montrer que la série Z(—l)k(uk — Muj41) converge.

n>1
+oo
Q 4. Vérifier que pour tout n € N*, R, + ARp11 = Z:(—l)k(u;€ — Mug41) puis que |Ry, + ARy 1] < Uy — Apy1.
k=n
. . n A
Q 5. En exprimant R, 1 en fonction de R,, montrer que R,, ~ (—=1)"——u,.
n—-+oo 1+

II. Applications
Dans les questions qui suivent, « est un réel strictement positif.

0k

k® n—too 2no

+o0
Q 6. Montrer que Z
k=n
(=1)* 2
k2F n—otoo

+o0o
Q 7. Montrer que Z
k=n

Q 8. Soit A > 1.
a) Onpose<p:x»—>)\<1—|—1> —|—<1—
x

est positive.

«
n 2) — (14 A). Montrer que ¢ est décroissante sur ]0, +00[, puis qu’elle
x

A
(14 X)nen’

—+oo
b) Montrer que Z (-1)* ~ (=)™
= kANF n—4oo

Probleme 2 - D’aprées BECEAS 2018

On note |x] la partie entiére d’un réel x. On rappelle qu’un nombre entier naturel, au moins égal a 2, est dit premier s’il
n’est divisible que par 1 et lui méme (donc 1 n’est pas premier).

On note & = {2,3,5,7,11,...} 'ensemble des nombres premiers. On rappelle aussi que tout entier naturel n, au moins
égal & 2, se décompose, de fagon unique a ordre des facteurs prés, comme produit de nombres premiers c’est-a-dire qu’il
existe r € N*, (p1,...,pr) € P et (aq,..., ) € (N*)" tels que

T
k=1

Si a et b sont deux entiers naturels tels que a < b, la notation Z oy, désigne la somme des nombres o, pour tous les

aspsh
pEP

entiers premiers p de Uintervalle entier [a,b]. On définit de la méme fagon Z Qp, H oy, ete.

p<b p<b
peEP peEP



Par exemple, E ap = a5 + a7 ou H ap = Qg X a3 X a5 X o,

I.

4<p<10 p<8
peEZ pEP
Préliminaires

On établit, dans cette partie, quelques résultats préeliminaires, indépendants les uns des autres, qui seront utilisés par la

suite.

Q1.

Soit ng € N* et f une fonction continue, décroissante et positive de [ng, +oo[ dans R.

n
On pose, pour tout entier naturel n non nul, S, = Z f(&).

2)
b)

c)

Q 2.

Q 3.

Q 4.
a)

Q 6.

a)

b)

)

)

k‘:n()

n
Montrer que la suite de terme général v, = S,, — f(t) dt est monotone et convergente.
no
En déduire 'existence d’un réel, noté C', pour lequel on a, lorsque ’entier n tend vers +oo :

> ! =In(In(n)) + C + o(1)
k=2

kln(k)
Montrer la convergence de la série Z _
8 KIn2(k)
In(k X In(k
Montrer que la série de terme général k<2(_)1) est convergente. On note K = kZ:Q k:(lrcl(—)l) sa somme.

Montrer In(n!) = nln(n) + O(n) quand n tend vers +oo.

Soit A un réel strictement positif. Justifier, pour tout n € N*, existence et I'unicité d’un réel x > 0 tel que
zIn(z) — Az = In(n). On note 7, cet unique réel.
In(n)

Montrer que lim r, = +oo puis établir I’équivalence r,, ~ ————.
—00 In(In(n))

n

2m+1
Justifier, pour tout entier naturel m non nul, 'inégalité : 2( * ) < 22t
m

2r+1
Montrer que, pour tout entier naturel » non nul, I’entier I | p divise I’entier ( + ) (le produit s’effectuant
r

r+1<p<2r+1
peEP

donc sur tous les entiers premiers de [r + 2,2r + 1]).
Etablir, pour tout entier n au moins égal & 2, I'inégalité H p < 4" (le produit s’effectuant donc sur tous les entiers

p<sn
peEP

premiers au plus égaux a n).

On raisonnera par récurrence forte et, ayant supposé l’'inégalité vraie jusqu’au rang n, on examinera, en particulier,
le cas ot n+ 1 est un entier premier égal a 2r + 1.

On en déduit ainsi 'inégalité Z In(p) < nln(4).

p<n
peEP

Soit n € N*. On note, pour tout nombre premier p et tout entier » € N, r > 2, v,(r) l'exposant de p dans la
décomposition en nombres premiers de 7, et on pose v,(1) = 0. Par exemple, puisque 300 = 2% x 3 x 5%, v2(300) = 2,
v3(300) = 1, v5(300) = 2 et v,(300) = 1 pour p ¢ {2,3,5}.

Soit p un nombre premier. On note, pour tout entier naturel k& non nul, oy, (rep. Sx) le nombre d’entiers d € [1, n]
tels que p* divise d (resp. tel que vp(d) = k). Bien sar, dés que k est assez grand, oy, = B, = 0.

n
Prouver, pour tout k& € N*, I’égalité o = LFJ

“+o0
Justifier I'égalité v, (n!) = > kB
k=1

“+o0
En déduire, en reliant 55 aux «;, 'égalité v,(n!) = ZL%J
p
k=1
n n n n
En déduire 'encadrement : — — 1 < v,(n!) < = —4+ —7).
P p(n) p—l( p p(p—l))



Q 7. Soient (an)nen+ et (€,)nen+ deux suites réelles. On note, pour tout n € N*, 4,, = Zak.

Prouver, pour tout entier n > 2, ’égalité

n—1
E Epar = Z €k — €kt1)Ar +nAn
k=1

II. Deux résultats asymptotiques

Q 8.
a) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, 'égalité : In(n!) = Z vp(n!) In(p).

PN
peEP
b) En déduire, pour tout entier naturel n non nul, ’encadrement :
In( In( !
K< Z a(p n—”) +1n(4)
p<n
pEP

ot le réel K est défini dans la question 1.2).
c) Conclure, quand ’entier n tend vers +o0, a ’évaluation asymptotique

3 ln]gp) — In(n) + 0(1)

pPsn
peP

9. On note x l'application qui, & chaque entier k € N*, associe 1 si k est premier (i.e. k € &) et 0 sinon.
X

k
In(k
a) En posant, pour tout entier naturel k& non nul, ax = x(k) n]i ), A = Zai, en utilisant 1.7), établir, pour tout
i=1
n > 2, 'égalité :
n—1
In(1+1/k) A,
Z Z In(k) In k/+ 1)A’“ ()
p<n
pEP
b) Etablir, quand lentier k tend vers +oo, I’égalité :
In(1+1/k 1 1
(e 1m) , ot

(It + 07 = gk T emz )

¢) En déduire, quand l’entier n tend vers +oo, I'égalité :

S L n(in(n) + 0(1)
by



Q 3.

II.

Q 6.

Devoir non surveille 5 - Corrigé

Probléme 1

D’aprés 'hypothése (2), comme A > 1 et f(x+1) > 0, on a : pour tout z € ]0,+oo[, f(x +1) < Af(z+1) < f(x).
En particulier, pour tout n € N*, f(n + 1) = uny1 < f(n) = u,, : la suite (u,) est décroissante (et positive par
hypothése).

De plus, grace a ’hypotheése (4), elle converge vers 0 (par caractérisation séquentielle de la limite). Donc d’aprés le
critére spécial des séries alternées (CCSA), la série Z(—l)”un converge, donc R,, est bien défini.

Si f est convexe sur R, alors pour tout (z,y) € R¥? et t € [0,1], f(tz + (1 — t)y) < tf(z)+ (1 —t)f(y). On
spécialise t < % et y < x+ 2, on obtient x + 1 = %x + %(x +2) donc f(z+1) < %f(ac) + %f(x + 2), c’est-a-~dire
f@)+ flx+2) =2 2f(x+1):si A =1, alors la condition (1) est satisfaite si on suppose f convexe.

Supposons maintenant A > 1.

Soit > 0 et n € N. D’aprés 'hypothése (2), comme A > 1et f(x4+n+1) >0,ona f(x+n+1) < Af(x+n+1) <
f(x + n). La suite (f(z + n)) est décroissante (et positive par hypothése), donc elle converge (th. de la limite
monotone). On note ¢ sa limite, £ > 0. Alors en passant a la limite dans ’inégalité ci-dessus, on obtient £ < A < ¢,
donc £ = M\, or A # 1, donc £ = 0.

On a donc montré : pour tout x > 0, lirf f(x 4+ n) = 0. Et c’est tout ce qu’on peut dire, car cette proposition
n—-+oo
n’est pas équivalente a lim f(x) = 0. Il y a une erreur d’énoncé, sans doute que ’hypothése (4) est plutot

hm f(n)=0 (oun est un entler) ce qui suffit pour la question Q 1 en tout cas.
TL*} o0

On pose v, = up — Augyy pour k € N*. L’hypothése (2) permet d’affirmer que la suite (vy) est positive. Et

Ihypothése (4) corrigée donne hrf v = 0.
k—+o0

Enfin, vp41 S vy <= f(E+1) = Af(k+2) < f(k) = Af(k+1) < (Q1+Nf(k+1) < f(k)+ Af(k+2) et ceci
est vrai d’aprés ’hypothése (1) : la suite (vx) est décroissante.

D’apreés le CSSA, la série Z(—l)k(uk — AMugt1) converge.

n>1
Soit n € N*.
400 400 +oo
Ry 4+ ARpyr = Y (=Dfur+ 3 Y (=DFue =Y (=1 u, + AZ g
k=n k=n-+1 k=n
+oo +o00
= Z (=DFup + A=) ugyr) = z:(—l)k(u;C — AMugi1)
= k=n

D’aprés la question précédente, la série Z(—l)k(uk — Mug41) vérifie les hypothéses du CSSA, donc en particulier
n>1
son reste partiel en valeur absolue est inférieur ou éagl a son premier terme : |R,, + ARy 11| < Uy — Aty

R, = (—1)"uy, + Ry+1 donc linégalité précédente donne : [(1+ A\ R,, — A(—1)"u, | < uy, — Aup 1, donc en divisant
par |(—1)"u,| = u, > 0, on obtient

R, n n
I+A)———-—-A < 1- ALt op d’apreés ’hypothése (3), 1 — Aot 0, donc par encadrement,
(_}%)nun Up )\ Unp n—+4oo
1 ° ~ (=12
(1+X) S — A # 0 donc R, nﬁﬁo( ) Ty U

1
La fonction ¢ — —— est définie sur R et & valeurs dans R’. Elle est convexe sur |0, +oo| car sa dérivée seconde
ala+1)
e =g
avec A = 1, sa décroissance assure ’hypothése (2). L’hypothése (3) est clairement satisfaite et la (4) aussi.

est positive, donc d’aprés la question Q 2, elle vérifie I’hypothése (1) en prenant A = 1. Toujours



Q 8.

: . <« (-1)* (-1)" A
On peut donc appliquer ce qui précéde : R, = E o i 3 , ca;
& p—+too n<

k=n

1
r1+)\:§quand)\=1.

1
On pose f:t+— ot définie et & valeurs dans R .

1

Quand Tr — —’—OO7 2f(fL'+ 1) = m

~ f(x) : on est dans le cas A = 2 et I’hypotheése (3) est satisfaite. On vérifie

1 1
les autres : la (4) 'est aussi sans difficulté, la (2) aussi car 2f(z + 1) = CF < = f(z). I reste la (1), ce
qui nécessite un peu de travail :
1 1 2 1 3
f@)+Aflz+2) > 1+ N)f(z+1) >

— 42 =3 — - Z
2% * (x 4 2)2+2 (x4 1)2=+1 T + z+2 z+1
3xr+4 3

r(x+2) 7 z+1
est vrai, donc ’hypothése (1) est satisfaite aussi.

= Br+4)(z+1)>32(x+2) == 322 +Tr+4>32>+61 < 2+4 >0, ce qui

+oo (_1)k
’ O 1 = ~
D’apreés la partie 1, R, = E 2R e

k=n

21
3n2n’

(=1)

© est dérivable sur |0, +o0o et aprés quelques calculs que je ne détaille pas, pour tout « > 0,

-2 () )

a+1
) <1< )\, donc ¢'(z) > 0.

Comme 0 < —— < 1et a+1>0,onadonc | ——

T+ 2 T+ 2
La fonction ¢ est donc décroissante sur |0,+o0[ et sa limite en +oo est clairement 0, donc elle est positive sur
10, +o0].

1
On pose f:t— ot définie et & valeurs dans R .

Quand z — 400, AMf(z +1) = f(z) : Thypothése (3) est satisfaite. On vérifie les autres : la (4) Pest

(z+ 1)oar
1 1

aussi sans difficulté, la (2) aussi car A\f(z +1) = CEDY < =

= f(x). Il reste la (1), ce qui nécessite aussi

un peu de travail :

f@)+Aflea+2) 2 A+ N f(z+1) > (1+))

1
(@ + 1)eAetl

ce qui est vrai, donc ’hypothése (1) est satisfaite aussi.

- . S~ (D w A1
D’aprés la partie 1, R, = Z ok n_;\jroo(—l) Nl

k=n

Probléme 2



n+1 n+1
a) Soit n > ng. On a avec Chasles : v,11 — 7 = f(n+1) — / f@®)dt = / (fln4+1)— f(t)) dt.

Commme f est décroissante, on a Vt € [n,n+1], f(n+1) — f(t) <0, d’o0 Yp41 — n < 0.

D’autre part, toujours selon Chasles, on a

n—1 k+1 n-1  k+1
=)+ S <f(k)— / 1) dt) — )+ S / (F(k) — F(1) dt

kZTL(J k=n0

Comme pour k > ng, on a Vt € [k, k+ 1], f(k)— f(t) >0, alors v, > f(n) > 0.

Ainsi la suite la suite (y,) est décroissante et minorée par 0, d’ou ’ la suite (7, )n>n, €st monotone et convergente ‘

1
b) On applique ce qui précede a la fonction f : ¢ — m qui est bien continue, positive et décroissante sur [2, +o0].
n
Donc la suite i L~ /n dt = i# —In(In(n)) + In(In(2)) est convergente de
= kln(k) 5 tln(?) - = kln(k) -

limite que je note £ € R.

< KaRE|
Donc lorsque n tend vers +o0, on a kZZQ Fn(h) /2 0 dt = ¢+ 1In(In(2)) + o(1)

d’ou | Pexistence d’un réel C' = ¢+ In(In(2)), tel que Z L _ In(In(n)) + C + o(1) lorsque n — +oo |.
= kln(k)
A t=A A
1 -1 1 1 1 1
c) Soit A>0.On a / dt = {] = — d’ou / dt .
) 9 tln2(t) In(t) |,_ In(2) In(A) 5 tln? (t) A—+oo In(2)

Comme en (b), on applique (a) a la fonction f : t — 5 qui est bien continue, positive et décroissante sur

1
tIn(t)2

n

1 " 1
2, 4o00l, ce qui nous fournit L € R, limite de la suite — / dt et on a
[ b ceq <g;khmm 2 tIn(t) ) .

nz

o 1 1 oo 1
=L+ ———dt+o(l) =L+ - +o(1 L+
—~ kIn(k) /2 t1n®(t) (1) (1)

1
On en déduit |la convergence de la série Z m d’apres celle de la suite de ses sommes partielles.
n

Ink Ink Ink 1
> - > e — ~ _ = R = .
Pour tout k > 2, Rh=1) >0et 1) ke B2 mﬁ+wo<k3/2> (car lnxmﬁﬂx)o(\/}))

. . . . In k
Donc par comparaison de séries & termes positifs, la série E 2

m converge.
k>2

k
Soit k € N tel que k > 2. On a par croissance de In sur [k — 1,k], In(k — 1) < / In(t) dt < In(k),
k-1

n—1 n

donc en utilisant Chasles : Z In(k) < / In(t) dt = nln(n) — (n — 1) Zln (Rem : une primitive de In est
k=1 1

ts tint —t).

Soit n € N tel que n > 2. On a In(n!) =1n (H k:) = Z In(k)
k=1

Ainsi comme In(1) =0, on a In((n — 1)) < nln(n) —n + 1 < In(n!),
donc —n+1<In(n!) —nlnn <Inn—n+1. Or —n+1=0(n) et Inn —n+ 1= O(n),

donc par encadrement, on en déduit ’ In(n!) = nln(n) + O(n), quand n tend vers 4+o00 ‘

Q 4.

a) Soit n € N*. On note ¢, la fonction z — xIn(z) — Az — In(n) définie sur ]0, +-o0[.

©n est de classe C' et ¢!, : 2 — In(z) + 1 — \. La fonction ¢/, est strictement croissante sur ]0, +oo].



0

Je note a = e~ de sorte que a > 0 et ¢! (a) = 0, donc par étude de signe, ,, est strictement décroissante sur
10, a] et strictement croissante sur [a, +00].

Comme par croissance comparée : lim+ on(z) = —In(n) < 0, on a Vz €]0,4a], ¢n(r) < —In(n) < 0 donc ¢, ne
z—0
s’annule pas sur |0, al.
Par ailleurs ¢,, est continue et strictement croissante sur [a, +oo[, de plus ¢, (a) < 0et lim ¢,(z) = lim z(In(z) —\) =
T—+00 r—+00

+00 > 0, donc d’aprés le th de la valeur intermédiaire, il existe un unique x € [a, +00[, tel que @, (x) = 0.

On a justifié ’ Pexistence et 1'unicité d’un réel > 0 tel que zIn(z) — Az = In(n) ‘

Soit n € N*. On remarque que ¢1(r,) = In(n). Comme ¢; est strictement croissante sur [a, +o00[ et que 7, > a et
Tnt1 > a,on a @1(r,) =In(n) < Iln(n + 1) = ¢1(rpy1) alors v, < rpy1.

Donc (ry,) est croissante donc la suite (r,,) admet une limite dans [a, +00].

Par I’absurde si on avait lim 7, = { € [a, 00|
n—-+oo

alors par continuité de 7, on aurait ¢1(¢) = lim @1(r,) = lim In(n) = +oo : absurde

li
n—-+oo n—-+o0o

On a bien| lim 7, =400
n—-+4oo

Quand n — +o0, on a ry, (In(r,) — A) = In(n), donc In(r,) + In (In(r,) — A) = In (In(n))

ce qui est légal car pour n assez grand on a In(r,,) — A > 0 car In(r,) — 400
In(r,) — A
de plus In (In(r,,) — A) = In (In(r,,)) + In (n(r))),

In(r,) — A

In(r,) — A
comme In(r,) — 400, on a — 1 donc In (n(rJ)) — 0,

In(ry,
d’ott In (In(ry,) — A) ~ In (In(ry,)) = O (In(r,)) par croissance comparée

donc In (In(n)) ~ In(r,) d’ott In(r,) — A ~ In (In(n)), ainsi par produit : r, In (In(n)) ~ In(n)

d’ou | 'équivalence r,, ~ n(n) quand n — +o0
In(In(n))
2m—+1
2 1
Soit m € N*. On a 22™*! = Z ( me > selon le cours
k=0 k

donc 22t > (

2 1 2 1 2 1 2 1
de plus m+ = m = (" + d’ot on a bien | 'inégalité : 2 m+ g 22mtl
m—+1 2m+1—-2m—1 m m

Soit r € N*. Soit p € [r +2,2r + 1] N £.

2 1 2 n! 2 1
On a T :weN*.doncr!(rﬁ—l)! T = (2r+1)!
T rl(r+1)! r

Ona(r+1)!=1x2x--xrx(r+1)

2m+1) <2m+1

car les termes sont tous positifs
m+1

m

Comme p > r+1, p n’apparait dans aucun des facteurs premiers des entiers entre 1 et r + 1 donc le nombre premier
p n’apparait pas dans la décomposition en facteurs premiers de r! (r 4+ 1)!, donc p est premier avec r! (r + 1)!, mais
pl@r+Dcar2<p<2r+1

2r+1
alors selon le théoréme de Gauss, on a p | ( rt )
r

o . .. 2r+1 . .
Ainsi les nombres premiers entre r 4+ 2 et 2r + 1 sont tous des diviseurs de ( ), donc comme ils sont premiers
r

entre eux deux a deux,

2r +1
Ientier | | p divise 'entier ( Tt )
r

r+1<p<2r+1
peEP

On va procéder par récurrence.



Initialisation : Pour n =2, on a H p=2<16=4"

pP<2
peEP

Hérédité : Soit n € N tel que n > 2. on suppose que pour tout k € [2,n], on a H p < 4F. On veut montrer

p<k
pE\W
H P < 4n+1'
p<n+1
peP

Premier cas : n + 1 n’est pas un nombre premier, donc H p= H p < A" <4t

p<n+1 p<n
pEP pEP
Deuxiéme cas : sin+ 1 est un nombre premier, alors n + 1 est impair car n + 1 > 3,

on peut alors écrire n+1=2r+1,our € N* et on a :

II »=| 1 » II »

p<n+1 p<r+1 r+1<p<2r+1
peP peP peEP
. . 2r+1 2r+1
On a d’apres (b) : H p | divise ( . ) donc H p < .
r+1<p<2r+1 r+l<p<2r+1
pEP peEP
22T+1
donc d’apreés (a), on a H p < 5 = 4"
r+1<p<2r+1
peEP

Par hypothése de récurrence, on a : H p<4car2<r+1<n

psr+1
peEZ

Comme tous les facteurs sont positifs, on a

H P < 4" x 47"+1 — 427"-&-1 — 4n+1

p<n+1
peEP

D’ou le résultat (dans tous les cas)
Conclusion : On a montré par récurrence forte que

pour tout entier » au moins égal a 2, 'inégalité H p<4”

psn
peP

a) Ona{de[l,n] /p*|d} = {tp" /|t e N*et tp" <n}
Si p* > n, alors aj, = card ({tp" / t € N* et tp* <n}) =0=[n/p"|
Si p* <, alors {d e [1,n] / p* |d} = {tp* [ te [[1,|n/p"]]}
et donc oy, = card ({d € [1,n] / p* | d}) = card ([[1|n/p"]]]).

s n
Dans tous les cas, on peut conclure a I’égalité | ay = {kJ
p

b) On an!= Hddonc vp(n!) va

d=1
Par ailleurs pour k € N*, je note By, = {d € [1,n] / v,(d) =k} et on a B = Card (By)
+oo
r [1,n] = U By, ¢’est une union disjointe
k=1
+oo
d’ott vp(n!) Z ( Z ) (somme presque nulle car By, est vide sauf pour un nombre fini d’indices k)
=1 \deB,



d) = kCard(Bk) = kﬂk

or pour d € By, on a v,(d) = k, donc Z Up
de By,

+oo
vp(n!) = Z kB

Ce qui justifie I'égalité
k=1
c) Soit k € N*, je note Ay = {d € [1,n] / p"|d} et on a oy, = Card(Ay)
On remarque que Ay, = {d € [1,n] /p*|d} = U B; (réunion disjointe) ot B; est introduit & la question précé-
i>k

+oo
= Bk

dente, donc oy, = Zﬁi donc ay — ag41
i=k
les sommes sont, bien définies car les familles sont presque nulles, puis on effectue un changement d’indices

“+o0 —+o0
Ainsi v, (n!) Z k(ap — aga1) Z koy, — Z kagyr = Z kay, — Z — Day
k=1 k=1 k=2
+00 +00 0,
donc vy, (n!) Z koy, — Z — Doy, = Zak. En utilisant (a), on a I’égalité | v,(n!) = Z {’“J
k=1 k=1 =1 LP
d) our k € N*, on a LZJ g%etpourk>2,ona LZJ >0et {nlJ 22—1
p p p p p
1 n

de raison 1/p €]0,1[ converge et Z % = I
k=P pol=3

Par ailleurs, la série géométrique de Z
p
k>1

n n n n
l’encadrement : — — 1 < v,(n!) < (: I )
p p(n!) p—1\ p plp-1)

ce qui, a aide de (c), donne
2. On a a l’aide de changement d’indices :

n—1

Q 7. Soit I'entier n >

n—1 n—1

D (en —enpa) Ak = Z€kAk—ZEkAk 1 =e1di+ Y e (Ar — A1) —enA
k=2

k=1 k=1 k=2
n—1 n—1 n—1
donc E (ek — ept1)Ar = E erar — enA, car A; = a; On a bien E Ly = E €k — €kr1)Ag +endy
k=1 k=1

k=1

II.
Q 8.
) Soit n un entier naturel non nul
Sin=1,onaln(n!)=In(l) =0et Z vp(n!)In(p) = 0 (somme vide)
=
,n] dotnl = T p™,

) or comme en 6(b), on a pour p premier, p|n! < p € [2,n] d’ou n!
p<n
peEP

Sinon, on a n! = H ptr(®

p|n!
peEP
en passant au logarithme, on a également ’égalité : | In(n!) = Z vp(n!) In(p)
p<n
peEP

b) Soit n un entier naturel non nul
! 1
o) + — en utilisant 7(d) car n >0

1 1
<-<

|
On a pour p € &, up(nt) <
n plp—1) " p n n
Comme pour p premier, on a ln(p) > 0, on a
In(p)v,(n! In In In(p)v,(n!) In(p
Z (P)p()iz (p) Z (P\Z In(p)vp(n!) +Z
< n < pp—1) ~ < P < <
PN pxn PN PN p<n
peEP peEP peEP peEP peP



donc en utilisant (a

(2): Y @) _ )

< n n
peEP
n hl +oo
S ol SR <
p<n =2

pEP

1
De plus Z DT(Lp) = In(4) d’apres I-6(c)

pn
pEP
In(n! 1 In(n!
On en déduit | ’encadrement : n(n!) — K < Z n(p) < m +1n(4)
n P n
psn
pEZ
Quand n — +o00, on a d’aprés la question précédente :
In(n!) — nln(n K< Z In(p ) < In(n!) — nln(n)

n
p<n

peEP

In(n!) —nl
Ainsi en utilisant I-3b) : In(nl) = nin(n) =0(1),
n

donc les deux suites (
n

In(n)) —nln(n) K) o (m(m) — nln(n)

n n

1
ainsi la suite Z np) In(n) est également bornée

PN
peP n>1

1
donc | quand l'entier n tend vers +oo, on a : Z % =1In(n) + O(1)

p<n
peEP

Soit n € N tel que n > 2.

Je pose également ¢, =

1
In(k)

pour k > 2 et £ =0, j’applique alors I-8 avec a;

done 35 = S cun = (0 ) 4+ 2 (i~ 4+

:A1:

+1n(4)

+ ln(4)) sont bornées

= K série convergente & termes positifs d’aprés I-2

x(1)=0:

n—1

ln k‘—l—l In(k) A, . In(1+1/k) n
E E A
donc T ]] k)ln(k+1) kT In(n) donc on a bien pg% Z In(k) In(k + 1) k In(n)
ke pe?

k .
1
Quand k tend vers 400, on a : Ay = Zai = Z # =

i=1 i<k
€D

In(k) + O(1) d’apres 1(c)

Par ailleurs 1/k — 0 et donc In(1 + 1/k) = 1/k + O(1/k?)

1 1 1 k1
WD W) PR (1 +o( ) mE) k)
donc ln(k;)w = (1/k+ O(1/k?)) (1 +0 (Mn )) =1/k+0(1/k*) 4+ 0O (/@111(1@)
d’ott 1n(k)WAk (1/k+ O(1/k?)) (In(k) + O(1)) = In(k)/k + O(1/k) + O(In(k) /k?)
Ainsi ln(k)w r=1n(k)/k+ O(1/k) car %Q(k) = ln](f:) -0

s ool e e, In(1L+1/K) 1 1
dou | Tégalite : 4 o T+ )™ = Fin(e) ~ © (kln (k))




A, 1
¢) En utilisant la question précédente, on a =140 ——=) =0(1)
In(n) In(n)

En utilisant I-1(b), on a E PRRCITAY est une série convergente donc par comparaison a une série a termes positifs,
n

k>2
( In(1 + 1/k)

(question précédente) la série Z OICES) ) 1(k)> converge
n(k) In n

k>2

n

donc

n

In(1 4 1/k)

— In(k) In(k + 1) (k) (e + 1) %

O(1), donc d’apreés (a), on a

" +1/k) An_ 1
Z Zl lnk+l)A L :2kln(k)+0(1)

p<n k
peEP
1
Avec I-1(b) on peut déduire, quand 'entier n tend vers +oo, I’égalité : E — =1In(ln(n)) + O(1)
<n
e




