
Devoir de vacances 1 : corrigé

Exercice 2

1. Pour tout (A,B) ∈ C[X]2, si B ̸= 0, alors

pour tout P ∈ C[X], il existe un unique couple (Q,R) ∈ C[X]2 tel que

{
A = BQ+R

deg(R) < deg(B)

2. Xn − 1 = (Xn −X) + (X − 1) = 1× (Xn −X) + (X − 1) et comme deg(X − 1) = 1 < deg(Xn −X) = n, donc le
quotient de la division euclidienne de A par B est 1 et le reste est X − 1.

3. D'après l'algorithme d'Euclide, pgcd(A,B) = pgcd(B,X − 1) = X − 1 car X − 1 divise B

4. Les racines de A sont les racines n-èmes de l'unité : les complexes e
2ikπ
n pour k ∈ [[1, n]].

B = X(Xn−1 − 1) donc les racines de B sont les racines n− 1-èmes de l'unité et 0.

Dans la suite, on pose donc zk = e
2ikπ
n−1 pour k ∈ [[1, n− 1]] et zn = 0.

******

5. Soit (P1, P2) ∈ E2 et λ ∈ C.
On e�ectue trois divisions euclidiennes :

AP1 = BQ1 +R1 et degR1 < n = degB

AP2 = BQ2 +R2 et degR2 < n = degB

A(P1 + λP2) = BQ3 +R3 et degR3 < n = degB

Donc on obtient A(P1 + λP2) = BQ3 +R3 = B(Q1 + λQ2) + (R1 + λR2) et degR3 < n, deg(R1 + λR2) < n : on a
donc deux divisions euclidiennes de A(P1 + λP2).

Par unicité de celle-ci, on en déduit en particulier que R3 = R1 + λR2, c'est-à-dire f(P1 + λP2) = f(P1) + λf(P2).

Ceci prouve la linéarite de f . De plus, pour tout P ∈ E, deg f(P ) < degB = n donc f(P ) ∈ E. Au total, f est un
endomorphisme de E.

6. Pour k ∈ [[0, n− 2]], AXk = Xn+k−Xk = Xk(Xn−X)+Xk+1−Xk : comme deg(Xk+1−Xk) = k+1 ⩽ n−1 < degB,
on en déduit que f(Xk) = Xk+1 −Xk.

7. De même,

AXn−1 = Xn−1(Xn −X) +Xn −Xn−1

= Xn−1(Xn −X) + (Xn −X)−Xn−1 +X

= (Xn−1 + 1)(Xn −X) + (−Xn−1 +X)

Comme deg(−Xn−1 +X) = n− 1 < degB, on en déduit que f(Xn−1) = −Xn +X.

8. M =



−1 0 0 0
1 −1 0 0 1
0 1 −1 0 0

0
0 0 1 −1


.

9. Il est alors évident que tr(M) = −n.

Étude du noyau et de l'image de f

10. La suite d'opérations élémentaires L2 ← L2 + L1, L3 ← L3 + L2, . . ., Ln ← Ln + Ln−1 (dans cet ordre) transforme
M en une matrice équivalente (= de même rang) :

M ∼



−1 0 0 0
0 −1 0 0 1
0 0 −1 0 1

1
0 0 0 −0


et on voit parfaitement que cette dernière matrice est de rang n − 1, puisqu'elle est triangulaire supérieure de
diagonale (−1, . . . ,−1, 0), donc rg(M) = n− 1.
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11. E = vect(1, X, . . . ,Xn−1) donc par linéarité de f , Im(f) = f(E) = vect(f(1), f(X), . . . , f(Xn−1)).

Comme la famille (f(1), f(X), . . . , f(Xn−1)) est de rang n− 1, un des vecteurs peut être supprimé sans changer le
sous-espace engendré. Or les n− 1 premiers vecteurs sont linéairement indépendants, puisqu'ils forment une famille
de polynômes étagés en degré, donc Im(f) = vect(f(1), f(X), . . . , f(Xn−2)), donc (f(1), f(X), . . . , f(Xn−2)) est une
base de Im(f).

12. Daprès le théorème du rang, dimKer(f) = dimE − rg(f) = n− (n− 1) = 1 : Ker(f) est une droite vectorielle. Une
base de Ker(f) est donc formée d'un seul vecteur.

Or il est facile de véri�er que le polynôme S =

n−1∑
j=1

Xj appartient à f en e�ectuant le produit matriciel de M avec

la matrice-colonne


0
1

1

 des coordonnées de S dans la base canonique.

Donc une base de Ker(f) est (S).

13. Pour tout P ∈ E, il existe Q ∈ C[X] tel que AP = BQ+f(P ), or A et B ont pour racine commune 1, donc en évaluant
en 1 cette égalité polynômiale, on obtient f(P )(1) = 0, autrement dit X − 1 divise f(P ) donc f(P ) = (X − 1)U où
U ∈ Cn−2[X] (car degP ⩽ n− 1).

Ceci prouve l'inclusion Im(f) ⊂ {(X − 1)P | P ∈ Cn−2[X]}.
Or l'ensemble de droite est aussi un sous-espace vectoriel de dimension n − 1, car il est isomorphe à Cn−2[X] via

l'application linéaire P 7→ (X − 1)P .

Donc par égalité des dimensions, Im(f) = {(X − 1)P | P ∈ Cn−2[X]}.
14. Im(f) est un hyperplan de E et S n'est pas un vecteur de Im(f), donc E = Im(f)⊕ vect(S) = Im(f)⊕Ker(f).

Éléments propres de f

Soit j ∈ [[1, n]]. On note Pj le polynôme de E dé�ni par Pj =
B

X − zj
=

n∏
k=1
k ̸=j

(X − zk) et Rj = f(Pj).

15. B possède n racines distinctes, donc les racines de Pj sont toutes di�érentes de zj .

16. Par dé�nition de Rj , il existe Qj ∈ C[X] tel que APj = BQj + Rj donc APj = (X − zj)QjPj + Rj donc Pj divise
Rj : les racines de Pj sont toutes raciens de Rj .

17. On vient de montrer que Pj divise Rj , donc il existe Uj ∈ C[X] tel que Rj = UjPj donc degRj = degUj +degPj =
degUj + n− 1. Or degRj ⩽ n− 1, donc il vient degUj ⩽ 0 : le polynôme Uj est un polynôme constant qu'on note
λj .

On a donc montré l'existence de λj ∈ C tel que f(Pj) = λjPj : Pj est donc un vecteur propre de f puisque Pj ̸= 0
et λj est la valeur propre associée.

18. On reprend l'égalité polynômiale précédente : APj = (X − zj)QjPj + λjPj et on évalue en zj .
On obtient A(zj)Pj(zj) = λjPj(zj), or Pj(zj) ̸= 0 donc A(zj) = λj .

19. On en déduit que λj = A(zj) = znj − 1 = zj − 1 car zj est racine de B donc véri�e l'égalité znj − zj = 0.

En particulier, λn = −1 (et aussi λn−1 = 0 car zn−1 = 1).

2


