Mpi Devoir surveillé 7 - sujet CCINP - E3A

Exercice 1
+o0 1
P €R, =Y .
our x on pose f(x) 2 R

Q 1. Justifier que f est bien définie sur R et qu’on peut en limiter ’étude a R, .
Q 2. Montrer que f est continue sur R .

Q 3. Montrer que f est de classe C* sur R,.

Q 4. Montrer que lggf =0.

1 +oo
1 1
Q 5. Montrer que /0 f(z)de = Z - arctan (n)

n=1
Q 6.

1
a) Soit n € N*. Décomposer en éléments simples la fraction —————— sur R.

+oo
b) Montrer la convergence de l'intégrale / ——5 5+ dz et donner sa valeur.
1 z(n?+a?)

f(x)

¢) Montrer que la fonction z —

est intégrable sur [1, +oo et que / ——dx =
1 €T

(]

n=1

Q 7. Montrer que pour tout x >0, 0 < f(z) < 21
x

Exercice 2

Soit n € N, n > 2.

n
Pour A € #,(R) et j € [1,n], on note A; la j-éme colonne de A et S = ZAJ"
=0

oo f(x) = In(n? +1)
2n?

A toute matrice A de .#,(R), on associe la matrice B € .#,(K) telle que pour tout k € [1,n], By = S — Ay.

Il est facile de montrer que l’application u : A — B est un endomorphisme de .#,(R) et on ne demande pas de le faire.

Q 1. Dans cette question, n = 2. On note # = (E1.1, E21, E1 2, E2 2) la base canonique de .#5(R).
a) Donner la matrice M de u dans la base A.
b) Montrer que u est un automorphisme.

Q 2. Dans les cas n =2 et n =3, pour A € .#,(R), calculer det u(A) en fonction de det A.

Q 3. Plus généralement, montrer que pour tout n > 2 et tout A € 4, (R), det u(A) = K,, det A, ot K, est une constante

indépendante de A qu’on précisera.

Q 4. On note J, la matrice de .4, (R) remplie de 1 et U,, = J,, — I,. Pour A € #,(R), exprimer u(A) a Paide de la

matrice AU,.

Q 5. Déterminer un polynéme annulateur de u de degré 2. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Q 6. Tl est connu que 'application (A, B) +— (A, B) = tr(A'" B) est un produit scalaire sur .#,(R). On ne demande pas

de le démontrer.

Justifier que u est un endomorphisme auto-adjoint.

Q 7. Montrer que le sous-espace propre associé a la valeur propre n — 1 est ’ensemble des matrices

(a1,...,a,) €ER™.
Q 8. Donner alors le deuxiéme sous-espace propre.
Q 9. Calculer tr(u) et det(u).
Q 10. Pour k € Net A € #,(R), calculer u"(A) en fonction de A et u(A).

ay ai
a2 a2

ou
Qp, Qp,



Exercice 3

T
On cherche les fonctions f continues sur R & valeurs réelles telles que pour tout =z € R, f(z) =1 — / (x +t)f(z—1t)dt.
0

Q 1. Montrer que f est une solution si et seulement si f est dérivable sur R, f(0) = 1 et vérifie :

VreR f’(m)—&—xf(m)—i—Q/Ozf(u) du =0

Q 2. On pose F la primitive de f qui s’annule en 0.

Montrer que f est solution si et seulement si F/(0) = 1 et F est une solution de I’équation différentielle ¢y’ +zy'+2y =
0. On note E cette équation différentielle.

Q 3. On suppose que E posséde une solution h développable en série entiére sur R telle que h(0) = 0 et h'(0) = 1.

—+o00
On note h(z) = Z anx”.
n=0

-1
—Q
n+1
b) En déduire une expression de h(z) a I’aide des fonctions usuelles.

a) Montrer que ag =0, a; = 1 et pour tout n € N, a,, 19 = ne

Q 4. Conclure 'exercice : donner les solutions du probléme initial.

Q 5. Bonus : donner I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle E.

Exercice 4

Soit p € ]0,1[, ¢ =1 — p et X une variable aléatoire qui suit la loi géométrique ¥ (p).
1
Q 1. Montrer que la variable Y = 5% posséde une espérance finie et la calculer en fonction de p.

Q 2. Montrer de méme que Y posséde une variance et la calculer.

Q 3. Sans chercher a la calculer, montrer que 'espérance de e~ est finie et est un réel compris entre 0 et 1 strictement,
qu’on note M.

On considére maintenant une suite de variables aléatoires indépendantes (X,,) qui suivent toutes la méme loi ¥ (p).

n

Pour n € N*, on pose S,, = Z
k=1

1
2%k
Q 4. Calculer 'espérance et la variance de S,.
Q 5. Montrer que la variable aléatoire e posséde une espérance finie et la calculer en fonction de M.
Q 6. Soit a un réel strictement positif. Montrer que P(S,, < a) < e®M™ (on pourra utiliser 'inégalité de Markov).

Q 7. On pose L 'événement « la suite (S,,) diverge vers +oo ». Montrer que L est presque str.
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Exercice

Q1.

Q 2.

Q 3.

1
Pour tout n > 1 et x € R, n? + 22 > 0 donc - existe.

n?+x
1 1 o 1 . . L
Pour tout x € R, — — et la série Z — converge donc d’aprés le th. de comparaison des séries &
n2 + 22 n—rtoo n2 n2
n>1
termes positifs (TCSTP), la série converge.
p ( ); Z nz 22 B

n>1

La fonction f est donc définie sur R. Il est alors évident qu’elle est paire (pour tout z € R, f(—z) = f(z)), donc
on peut limiter I’étude & R..
1

On pose fn e m

D’aprés la question précédente, la série de fonctions E fn converge simplement sur R.
n geql

1 .
—, donc la série

De plus, toutes les fonctions f, sont continues sur R et pour tout z € R, |f,(z)| = 2 S
n X n

E fn converge normalement sur R, donc uniformément.

D’aprés le th. de continuité sous le symbole Z, f est donc continue sur R.

—2x

* 1 /
Pour tout n € N*, f,, est de classe C" sur Ry et f, 1z — m

2
Soit a > 0. Pour tout z € [0,a], |f,(z)| < —Z donc la série Z [}, converge normalement sur [0, al.
n

D’aprés le th. de dérivation sous le symbole Z, f est donc de classe C'* sur [0, a]. Comme ceci est vrai pour tout

a >0, f est donc de classe O sur [0, +-00[= U [0, a).
a>0

La question Q 2 montre que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur R. Or pour tout n € N*,

lim  fo(x) =0, donc d’apres le th. de la double limite, lim f(x Z im fo(a) =0.

La série de fonctions Z fn converge uniformément sur R donc sur [0, 1], donc d’aprés un th. d’interversion série-
intégrale, on en déduit que

/Olf(x)dx/lffn dx+oo/ fulz deFZOO/ e dz

n=1

+oo 1 z 1 +o0o 1 1
= Z [ arctan ()] = Z — arctan ()
n n/| _ n n
n=1 =0 n=1
1 11 X
X(n2+X2) n2\X n2+X2)
. 1 X 1 1 1 L
La fonction © — ———— est continue sur [1,400[ et ——— ~ ——. Or z — — est intégrable sur
z(n? + x?) x(n? + x?) z—+00 n2a3 3
1
[1,4+00[, donc par comparaison de fonctions positives, © — ——-——— ’est aussi.
x(n? + x2)

A A A
1 1 1 T 1 1 A
. = - — — " _dz|==(InA- = [ln(a®+n?
Pour 4 > 1’/1 z(n? + z2) dz n? (/o T dz /0 n2 4+ x2 x) n2 (n 2 [In(a® +n )L”—l)

1 A 1
= — <1n+21n(n2+1)> S —ln(n +1).

n VA2 + n2 A—+oo 2n
Pour tout n € N*, la fonction = — M est intégrable sur [1, +oo[ d’aprés ce qui précéde.
x
+oo +oo 1
De plus, / In(@) dz :/ In(@) de ~ n—g = ( 3 ) donc la série Z/ ' dz est conver-
1 T 1 x n—+oo M /2

n=1
gente.



/(=)

D’aprés l'autre théoréme d’interversion série-intégrale, on en déduit que = — est intégrable sur [1,+oo| et

@) R ) Rn(n? +1)
/1 xdz_,;/l x do=3, 2n?

n=1

Q 7. Pour z > 0 fixé, la fonction t — o est continue, positive et décroissante sur R, donc pour tout n € N* et
x
1 ntlb 1
tenn+1], ———— < dt < )
[, +1] (n+1)2+x2\/n 2 4+22 T n2 422
En additionnant les inégalités de gauche pour n variant de 0 & 400, on obtient
te 1 t1T  x
z) < ——— dt = | — arctan — = —.
@) < /0 2 + 2 [33 x]t_o 2z
La minoration est évidente.
Exercice
Q1.

0 1

a) ’I,L(ELl) = <O 0) = El’g. De méme, U(E271) = E2,2, U(ELQ) = El,l et U(E272) = E2,1 dOIlC

o= O o
— o O O
O OO
o o= O

b) Un simple calcul montre que det(u) = 1 # 0 donc w est un automorphisme.

Q 2.

Q 4.
Q5.

b d —-d =b

Si A = [A1, Ao, As] (écriture en colonne), alors u(A) = [—As — A3, —A; — A3, —As — Ay] donc detu(4) =
(—1)3 det [As + A3, A1 + Az, A3 + A1) (par trilinéarité du déterminant), donc

Si A= (a C), alors u(A) = (C a) donc detu(A) = be — ad = — det(A).

detu(A) = —det[Ay, A1+ A3, Ao+ Aq]—det[As, A1+ A3, Ao+ A;]  (par linéarité par rapport a la premiére colonne)
puis

detu(A) = —det[Ag, A1, Ay + A1] — det[As, A3, Ao + Aq] — det[As, A1, Ay + A1] — det[As, Az, As + A4]
or les colonnes du premier déterminant sont liées, ainsi que celles du quatriéme, donc il vient

detu(A4) = — det[AQ, As, As + Al] — det[A;;, A, Ay + Al}
= 7det[A2,A3,A2] — det[AQ,Ag,Aﬂ — det[Ag,Al,AQ] - det[Ag,Al,Al]
= —det[AQ,Ag,Al] — det[A;g,Al,AQ] = —Qdet[Al,AQ,Ag] = —2det A

Avec la méme notation, det u(A) = det[S — A1, 5 — Ag,..., 5 — A,] =det[nS— 5,5 — As,..., 5 — A,] en effectuant
lopération C; «+ C1 +...+ C,

donc det u(A) = (n — 1) det[S, S — Az, ..., S — Ayl = (n— 1) det[S, —As,...,—A,] (parop. C; < C; — Ch)

donc

detu(A) = (=1)""(n — 1) det[S, As, ..., A,]
(—1)”71(77, — 1) det[Al, AQ, PN An] (par op. Ol — Ol — 02 — .. — On)

(=1)"(n — 1) det A

Simple calcul : U(A) = AU,.

Pour tout A € .#,(R), u*(A) = AU2 = A((n — 1)L, + (n — 2)U,) = (n — 1) A+ (n — 2)u(A)

donc u?(A) — (n — 2)u(A) — (n —1)A = 0.

Ceci prouve que le polynome X? — (n — 2)X — (n — 1) est annulateur de w.

Soit (A, B) € 4, (R)%. Alors (u(A), B) = tr((AU,)"B) = tr(UT ATB) = tr(U, A" B) = tr(A"BU,,) = (A, u(B)).

Donc u est un endomorphisme auto-adjoint.



Q 7. Soit A un élément du sous-espace propre sep(u,n — 1). Alors U(A) =[S — A1,..., S — A, = (n—1)[A1,..., A,
1
Donc pour tout j € [1,n], S — A; = (n — 1)A;, i.e. A; = —S : toutes les colonnes de A sont donc égales, donc A
n
ai ai
a9 a9
est de la forme | . . . | ou(ay,...,a,) € R,
an an,
Réciproquement, si A est de cette forme, alors pour tout j € [1,n], S =nd; =... =nA, donc u(A) = (n — 1)A.
Ceci conclut la réponse.

Q 8. Comme u est auto-adjoint, les sous-espaces propres de u sont deux & deux orthogonaux. D’aprés le calcul du
polynéme annulateur, on en déduit que la deuxiéme valeur propre est —1, donc le sous-espace propre associé a la
valeur propre —1 est l’orthogonal du précédent.

Q 9. Le premier sous-espace propre sep(u,n — 1) est de dimension n, donc le second sep(u, —1) est de dimension n* — n.
Or u est diagonalisable, puisqu’il est auto-adjoint, donc
tr(u) =nx (n—1)+ (n? —n) x (=1) =0 et detu =n""" x (—1)”2_" =n""! (car n® —n = n(n — 1) est toujours
pair).

Q 10. Pour k €,N, on effectue la division euclidienne de X* par P = X? — (n — 2)X — (n — 1), le polynéme annulateur
de u trouvé précédemment :

X* = PQ+aX +bet Psannule en n — 1 et en —1 donc (n — 1)* = a(n — 1) + b et (—1)* = —a + b, donc
-1 k _ -1 k
G el Gl P S
n
1)k — (—1)k — 1)k —1)(=1)*
Donc u* = au + bldg, i.e. u*(A) = (n—1) - (=1) u(A) + (n—1) +(T7; ) A.
Exercice
Q 1. On effectue le changement de variables v = z — ¢ (donc du = — d¢) :
T 0 T T
/ (x+t)f(x—t)dt = / 2z —u) f(u) X (—du) = 2x/ flw) du —/ wf(u) du
0 P 0 0
Donc si f est solution, alors pour tout = € R, f(z) =1 — Qx/ f(u) du —|—/ uf(u) du, donc en évaluant en 0, on
0 0
a f(0) =1,
x x
or comme | est continue, les fonctions x — / f(u) du et x — / uf(u) du sont dérivables, donc f lest aussi et
0 0
en dérivant, on obtient
x x
Fle) =2 [ flw)du—20f(@) +of(@) =2 [ flu)du-of@
0 0
Réciproquement, si f est dérivable, f(0) =1et Vo € R f'(z) + zf(z) + 2/ f(w) du =0, alors
0
x x x
VeeR f'(z) = —xf(x)—Q/ f(u) du, donc en intégrant, on obtient f(z)—f(0) = —2:5/ f(u) du+/ uf(u) du,
0 0 0
ie. f(x)=1-2z [ f(u)du —|—/ uf(u)du=1- / (x +1t)f(x—t)dt.
0 0 0
Q2. F(z)= / f(u) du donc les conditions précédentes deviennent F'(0) =1 et Vo € R F"(z) = —zF'(z) — 2F(z),
0
d’ou I’équivalence demandée.
Q 3.
—+oo +oo
a) Pour tout z € R, h(z) = Z a,x", donc d’apreés le cours sur les séries entiéres, pour tout z € R, h'(z) = Z na,z" !
n=0 n=0
—+oo
et h'(z) = Z n(n —1)a,z™ 2.
n=0



Q 4.

“+o0o +oo “+o0o
Donc pour tout = € R, Z nn —1a,z"? +x Z nanpz™ '+ 2 Z anz” =0,

n=0 n=0 n=0

+oo
doncZn+2(n—|—l Yantox" Znanm +2Zan =

n=0
Par unicité du dév. en série entiére, on peut identifier les coefficients : pour tout n € N, (n+2)(n+1)an12+(n+2)a, =

—1
0, i.e. a =—a
n+2 n+ 1 n

De plus, comme h(0) = ag et h'(0) = aj, on en déduit ag =0 et a; = 1.

(=" _=nn

Par une récurrence simple, on montre que pour tout n € N, as,, = Oet a = = .
e auep > 42n T O % 2 —1) x...x2 2l
D R. h _ = (_1) 2n+1 = 1 n __ —x2/2
onc pour tout z € R, h(z) = Z ] =z Z n' —2?)" = ze .
n=0 n=0

On constate que la fonction F : z — z e~ /2 verifie les conditions de la question Q 2, donc sa dérivée f : x —

(1- 1’2)67‘%2/2 est solution du probléme d’aprés Q 1.
Réciproquement, si f est solution, alors F est solution de E et vérifie la double condition F(0) = 0 et F'(0) = 1
L’équation peut se mettre sous la forme 3" = —xy’ — 2y et les coefficients sont des fonctions continues sur R, donc

d’aprés le th. de Cauchy-Lipschitz, il n’existe qu’une seule solution de F & ce probléme de Cauchy, qui est h. Donc
la seule solution du probléme initial est h'.

La recherche des solutions développables en série entiére de E montre que celles-ci forment un espace de dimension

+o0 too
2:x - ag Z (=1" 2" 4 ay Z ﬂm%“ (le rayon de convergence est clairement +00).
n:01><3><...><(2n—1) = 2"l

Donc toutes les solutions de E sont développables en série entiére sur R.

Exercice

Q1.

Q 5.

X est a valeurs dans R donc Y est & valeurs dans [0,1] : elle est donc bornée, donc admet une espérance finie.

D’aprés le th. de transfert, on a alors

Sk S pxs(ayl_p 1 P p
B(Y) =3 rP(X =) = > geed ' =55 () T2 11T 2¢ 1+4p
k=1 k=1 k=1 2

De méme, Y étant bornée, elle admet des moments a tout ordre, donc une variance. D’aprés la formule de Huyghens
et le th. de transfert,

—+00 2 2
1 D D D 1—p

V() =E(Y?) - Efp = — —
= =t (Hp) 3+p <1+p> (1+p)>

De méme, e~ Y est & valeurs dans [0,1] donc elle admet une espérance finie. Et toujours par le th. de transfert,
comme e~ ? < 1 quand ¢ > 0,

+oo +oo
— — k — —
0<E(e Y):Ze 12" pg* 1<quk t=1
k=1 k=1
Je note Y, = X5
Par linéarité de lespérance, E(S ZE Y:) = nE(Y) par équidistribution, donc E(S,) = ny i .
p
De plus, comme les variables X1, ..., X,, sont indépendantes, les variables Y7,...,Y,, le sont aussi, donc V(S,) =
n
l-p
VYp) =nV(Y)=n——.
> V) = V(Y) =n
e % = H Y& donc par indépendance, E(e H _Y’“ = M" par équidistribution.
k=1 k=1

E(e=5)

e*(l

S, <a & —-85,>—-a < e >e?donc P(S, < a) = P(e_S" >e %)<
Markov.

d’apreés I'inégalité de



Donc d’apreés ce qui précede, P(S, < a) < e*M".

La suite (S,,) est clairement strictement croissante, donc soit elle diverge vers +oo, soit elle est majorée (th. de la
limite monotone) et on peut ajouter la condition « par un entier ».

Autrement dit, la suite (S,,) ne diverge pas vers +oo signifie 34 € N* v¥n e N* S, < A.
C’est-a-dire L = U ﬂ {S, < A}.
AEN* neN*
Pour A € N* fixé, on pose U, = {S, < A} : la suite (U, )nen+ est une suite décroissante d’événements, donc
P( ﬂ U,) = lim P(U,) d’aprés la propriété de continuité décroissante.
n——4o00

neN*

Or P(U,) < eAM™ et M € [0,1] donc lim P(Uy) = 0, donc P( () Un) =0.
neN*

Donc L est une réunion dénombrable d’événements négligeables donc P(L) = 0, donc P(L) = 1.



