Mpi Devoir surveillé 6 - sujet CCINP - E3A

Probléme 1 - Fonction de Bessel

On définit la fonction f : R — R par :
VeeR, f(x)= / cos (zsin(t)) dt.
0

Pour tout n € N, on note :
™
W, :/ sin®"(t) dt.
0

Q 1. Montrer que f est bien définie sur R.

Q 2. Montrer que f est de classe €2 sur R et donner des expressions sous forme d’intégrales de f'(x) et f’(z) pour tout
z e R.

Q 3. Soit une fonction h : R? — R définie par :

V(z,t) € R*, h(z,t) = cos(t)sin (zsin(t)).

h
Déterminer %(x,t) pour tout (z,t) € R%

Q 4. En déduire que f est solution de I’équation différentielle :

zy" +y' +ay=0. (E)

Q 5. On suppose qu’il existe une solution de (E) développable en série entiére notée Z anz" de rayon de convergence
n=0

R > 0.

Montrer que a; = 0 et que pour tout n € Ny n > 2 :

Q 6. En utilisant un théoréme d’interversion série intégrale, montrer que f est développable en série entiére au voisinage
de 0 et exprimer les coefficients du développement de f en fonction des termes de la suite (W),)nen-

Q 7. Déduire des questions précédentes que f est l'unique solution développable en série entiére de (E) vérifiant f(0) = .

Q 8. En déduire, pour tout n € N, une expression de W, en fonction de n.

Probléme 2 - Marche aléatoire sur 7Z

On considére une particule se déplacant sur une droite graduée par les entiers relatifs. Sa position a I'instant initial ¢ = 0
est k = 0. A chaque instant ¢ € N*, elle se déplace aléatoirement de sa position k& € Z a la position k + 1 ou k — 1.

Soit p €]0,1[. On définit sur un espace probabilisé (£2, X, P) une suite de variables aléatoires (X;);cn+ indépendantes et
identiquement distribuées dont la loi est définie par :

Vie N, PX;=1)=p e PX,=-1)=1-p.
Enfin, pour tout n € N*, on pose S,, = ZXt'
t=1

Pour tout ¢t € N*, la variable aléatoire X; modélise le déplacement de la particule & I'instant ¢.

Si X; = 1, la particule se déplace vers la droite. Si X; = —1, la particule se déplace vers la gauche. Ainsi, pour tout n € N*,
Sy, modélise la position de la particule aprés n déplacements.

I. Un développement en série entiére
Q 1. Soit a € R tel que @ ¢ N. Donner sans démonstration un développement en série entiére de la fonction réelle
?
z — (14 z)® au voisinage de 0 en précisant son rayon de convergence. Remarque : si un symbole (7) est utilisé

avec I’'un des deux paramétres non entier, il devra étre explicité, sans quoi le résultat ne sera pas pris en compte.



Q 2. En déduire que pour tout z € | — 1;1] :

II. Probabilité de retour a ’origine

On définit la suite (uy,)pen- par :
Vn e N*,  wu, =P(S, =0).

1
. En déduire que pour tout n € N*, la variable

Q 3. Pour tout t € N*, déterminer la loi de la variable aléatoire

n

. Xe+1 o . .

aléatoire E ! 7 suit une loi binomiale dont on précisera les paramétres.
t=1

Q 4. En déduire que pour tout n € N* :

(n) (p(l —p))% si m est pair
Up =

n
2

0 sinon.

Q 5. Déterminer la limite de la suite (ug, )nen- lorsque n tend vers +oo selon les valeurs de p et interpréter le résultat.

III. Nombre de passages par ’origine

1 si la particule est a l'origine & l'instant ¢t = 2j

Pour tout j € N, on note Oy; la variable aléatoire égale & { .
0 sinon

n
Pour tout n € N, on pose T,, = Z O2;. On note E(T,,) Pespérance de la variable aléatoire T,.
=0

Dans cette partie, on souhaite déterminer lim E(T3,).
n—-+oo
Q 6. Soit n € N. Que modélise la variable aléatoire T;, 7

Q 7. Soit j € N. Déterminer la loi de la variable aléatoire Oy;. En déduire que :

s =3 (V) o0 - )’

i=o \J

1
Q 8. On suppose dans cette question que p # 3 En utilisant le résultat de Q 2, calculer HIE E(T),,) et interpréter le
n—-+0oo

résultat.

1
Q 9. On suppose dans cette question que p = 3 Montrer par récurrence que :

2n+1 /2
wen, B, = 2 ()

et en déduire lim E(T,).

n—-+oo

Probléme 3 - Puissances de matrices et limites de suites de matrices

Soit (n,p) € N*xN*. On s’intéresse ici a la convergence des suites matricielles (M} )xen ot pour tout k € N, My, € A4, ,(C)
avec p = 1 (matrices colonnes) ou p = n (matrices carrées). Pour tout £ € N, on note alors My = (mgkj))

=/ (5)elln] x[15p]
ou plus simplement M = (mgkj))

On suppose que l'espace vectoriel .4, ,(C) est muni d’une norme notée ||.|| indifféeremment des valeurs de n et p. En
particulier, si V € 4, 1(C), V est une matrice colonne assimilée & un vecteur de C" et on note ||V sa norme.



On s’intéresse en particulier 4 la suite des puissances itérées (Mk) d’une matrice donnée M € ., (C).

keN

I. Limite des puissances d’une matrice

Soit n € N*. On considére ’espace vectoriel C" muni d’une norme notée ||.||. On note sa base canonique B = (e, ..., e,).
Soit w un endomorphisme de C" vérifiant la propriété suivante :

VA e Sp(u), |A<1

ot Sp(u) est 'ensemble des valeurs propres de u. On note A la matrice de 'endomorphisme u dans la base 2.

L’objectif de cette partie est de montrer que lim AF =0
k——+o0

On suppose (sauf en Q 5) que A =T ou T est une matrice triangulaire supérieure :

A x L. L.k
0 )\2 * *
r|: .
0 0 A,

Q 1. Montrer que lim [u*(e;)|| = 0 et en déduire lim u*(e;).
k—+o0 k—+o0
Soit i € [1;n — 1] tel que pour tout j € [1;4], lim wu*(e;) = 0.
k—-+o0
Q 2. Montrer qu'il existe 2 € vect(e;);ei; tel que :

u(eir1) = Aip1€i41 + 2.

En déduire que pour tout & € N* :

u (ez+1) z+1€z+1 + Z /\Zrlm ' u™ ().

k-1
. k—m—1_m _ . : : k(,. _
Q 3. Montrer que kBIJPoo E O)\7+1 u™(x)|| = 0. En déduire que kgrfoou (ei41) = 0.
m=

Q 4. Montrer alors que lim 7% = 0.

k—-+4o00

Q 5. On ne suppose plus que A est triangulaire supérieure. Montrer que lim A
k—-+oco

II. Matrices a diagonale strictement dominante

On dit qu'une matrice A = (a;;) € .#,(C) est a diagonale strictement dominante quand :

n
Vie[Linl, lail > laijl.
j:
J#i
Dans les questions Q 6 & Q 8, A est une matrice de .#,(C) a diagonale strictement dominante et on veut montrer qu’elle
est inversible. On raisonne par I’absurde : on suppose donc que A n’est pas inversible.
Z1
Q 6. Justifier 'existence d’une matrice colonne X = | : | # 0 telle que AX = 0.
Ln

Q 7. On choisit iy € [1;n] tel que |x;,| = rriax]] || : justifier que x;, # 0.
JEllin

Montrer que |a;, o %i, | < Z @i, i) |-

=
Jj#io



Q 8. Conclure

ITI. Application a la méthode de Gauss-Seidel
Soit A € #,,(C) une matrice & diagonale strictement dominante.

On définit, ensuite M € .#,(C) et F € #,(C) de la maniére suivante : pour tout (i,5) € [1;7]%,

- si¢ 2 j, mi.; = Q45 et fi,j = 0,

-8t < 7 m;; = 0 et fi,j = —Qjj-
Ainsi, A= M — F ou F est la partie triangulaire supérieure de diagonale nulle de —A et ou M est la partie triangulaire
inférieure de A.

Soit Y € A, 1(C). On note X € .4, 1(C) l'unique matrice colonne telle que :
AX =Y.

Le but de cette partie est de trouver une suite qui converge vers X.
Q 9. Justifier que M est inversible.

Dans la suite de cette partie, on pose B = M ~'F. On définit par récurrence une suite de matrices colonnes (X} )ren avec
Xo € M, 1(C) quelconque et :
Vk €N, Xpp1=BXp+ MY

Q 10. Montrer que X = BX + MY,

Soit A une valeur propre quelconque de la matrice B. On note V' € .4, 1(C) un vecteur propre de B associé & cette valeur
propre.

Q 11. Montrer que F'V = AMV. En déduire que :

n i—1
vie[Lnl, aul < | D laigl+ A laiyl
j=i+1 j=1

puis montrer que |A| < 1.

Q 12. Montrer que klim BF = .

—+o0

Q 13. Montrer que :
VEeEN, X, —X=DB"X,-X)

et conclure.



Devoir surveillé 6 - sujet CCINP - E3A - Corrigé
Probléeme 1

s
Q 1. Pour tout x € R, application ¢t — cos(z sin(t)) est continue sur le segment [0, 7] donc l'intégrale / cos(zsin(t)) dt
0

est bien définie.

‘ f est bien définie sur R. ‘

0, 7] R

JPR .. R x —
Q 2. On définit 'application g : { Em ) —s g(x,t) = cos(xsin(t))

— Pour tout t € [0, 7], 2 — g(,t) est de classe €2 sur R et pour tout z € R, on a :

89 . . . 29 .92 .
—(z,t) = —sin(?) sin(x sin(¢ et —=(x,t) = —sIn“(¢)cos(xsin(t)).
2 (0,1) = —sin(t)sin(rsin() et 52 (x,1) (1) cos(esin(1))
L dg g .
— Pour tout « € R, les applications ¢t — g(z,t), t —> 8—(x,t) et t —> ﬁ(m,t) sont continues par morceaux sur
z x

[0, 7] (segment) donc intégrables sur [0, 7.
— Hypothése de domination : pour tout (z,t) € R x [0, 7], on a :

0%g

W(x’t)‘ =

sin?(t) cos(zsin(t))| < 1 = ¢(t)
et la fonction constante ¢ = 1 est intégrable sur [0, 7).

Conclusion : Par le théoréme de dérivations successives pour les intégrales & paramétre, f est de classe €2 sur
Retona::

Ve eR, fl(z)=-— /077 sin(t) sin(zsin(t)) dt et [ (z)=— /(: sin?(t) cos(z sin(t)) dt.

Q 3. Par la formule de dérivation d’un produit, on a :

V(x,t) € R?, % (z,t) = —sin(t) sin(x sin(t)) 4 = cos®(t) cos(x sin(t)).

Q 4. Pour tout z € R, on a les égalités suivantes :

of"(x)+ f(x) +xf(x) = / ( — xsin?(t) cos(z sin(t)) — sin(t) sin(x sin(t)) 4 z cos(x sin(t))) dt
0
= / (gc(l — sin?(t)) cos(z sin(t)) — sin(t) sin(x sin(t))) dt
0
- / (x(0082 (1)) cos(z sin(t)) — sin(t) sin(z sin(t))) dt
0
™ Oh t=m . . t=m
= /. E(%t) dt = [h(m,t)}tzo = [cos(t) sin(x sm(t))} o = 0
+oo
Q 5. Onnoteg:x€|—R,R— Z anx™ une solution développable en série entiére (avec R > 0 par hypothése).
n=0
En tant que série entiére,
“+o00 +oo +o00
Vz €] - R,R], g(z)= Z anz”  g¢'(x) = Z na,z" ' ¢'(z) = Z n(n — 1)ap,z™ 2
n=0 n=1 n=2

On a donc ’égalité suivante :



Q 6.

Vx €] — R, R|:

—+o0 +oo —+oo
xg"(x) + ¢ (z) + zg(z) = Z n(n — Da,z™ ! + Z na,z" "t + Z anx™
n=1 n=1 n=0
+oo +oo +oo too
= Zn2anx”_1+2ana¢”+1 = Z(p+ 1)2ap+1a?p —I—Zap_lxp
n=1 n=0 p=0 p=1
p=n—1 p=n-+1

—+oo
= a+ Z ((p +1)%ap41 + apfl)x” =0
p=1

Par unicité du développement en série entiére sur un voisinage de 0, tous les coefficients de cette série entiére sont
nuls c’est-a-dire : a; = 0 et Vp € N*, (p+ 1)%ap41 +a,—1 = 0.

. Ay
En posant n=p+1 > 2,| a; = 0 et pour tout entier n > 2, a,, = — "22.
n
too 92n
On sait que pour tout 6 € R : cos(f) = E (—1)"W (série entiére de référence).
n)!
n=0

En particulier, avec § = xsin(t), pour tout (x,t) € R? on a :

—+oo

cos(zsin(t)) = Z(—l)”wx

n=0
Dans ce qui suit, = est un réel fixé.
sin?"(t)

Ou définit alors p, (t) = (=1)" o) z?

™ pour tout ¢ € [0, 7).

Par construction des fonctions pu.,, la série de fonctions Z i, converge simplement sur [0, 7] et a pour somme
S :te0,7] — cos(zsin(t)).

On montre que E i, converge normalement sur ce segment.

[sin® ()], o0 _ |2[*"
Ve 0,7, |un(t)] = )2 < .
07 Inat)] = S e <
Et done [ un(t) < 22
Oonc ||fnllco,[0,xr] = SUP |Hn X .
(0.7 t[0,x] (2n)!
Or Z j converge absolument (et a pour somme ch(z)), donc par comparaison, Z |41 || so,[0,x] cOnVerge aussi.

Ainsi g i, converge normalement et donc uniformément sur le segment [0, 7]. Comme les fonctions u,, sont
continues sur [0, 7], le théoréme d’intégration terme & terme permet d’écrire :

/ﬂ-f“n dt = Z/ i (

T +Oo ,sin” sin™" (¢) = P
ou encore : f(x / z? dt = Z(—l)"(—/0 sin?"(t) dt.

|
(2n)! = 2n)!

On a donc démontré, que :

“+o0
Vo eR, f(z)=)» (-1)" Wo on.

n=0

En particulier f est bien développable en série entiére (R = +00).

Tout d’abord, f est bien une solution de (E) sur R (Q4), elle est bien développable en série entiére (Q6) et elle
vérifie f(0) = / cos(0) dt = .
0



On remarque aussi que tous les coefficients d’indice impairs du développement en série entiére de f sont nuls, que

a9 (n—
ap = f(0) = 7 et que (d’aprés (Q5)) ceux d’indices pairs vérifient : sin > 1, agy, = — (22(n)21)
n
Maintenant, si f est une solution de (E) sur | — R, R], développable en série entiére et si elle vérifie f(0) = =, alors,
d’apreés (Q5), a3 = 0 et pour tout entier n > 2, a,, = _((1;”;22
n

Par une récurrence immédiate, on montrerait que pour tout n € N, dop41 = 0 = agp41.

C~7/2(n—1)

(2n)? 7

De plus dg = f(0) = met sin > 1, dg, = —

Par une récurrence immeédiate, on montrerait que pour tout
n € N, az, = aoy,.
Et finalement, f = f (et R =+00).

On a donc démontré que :

‘ f est la seule solution de (E) développable en série entiére et vérifiant f(0) = . ‘

Q 8. On sait que pour tout x € R, f(z) = Z agnr®™ = Z AL Mg
n=0

|
o (2n)!
1 2 1 (=" (="
Or agn = — (2n>2a2(n—1) =(=1 (2n)2(2n — 2)2a2("—2) == 22n(n!)2a0 = 22”(”!)271—'
- . i (=" (=D)"Wa
Par unicité du développement en série entiére, pour tout n € N, on a ag,, = ™= . Et donc
22n(n!)2 (2n)!

@) 1 /2n
V’}’LEN, Wn—mﬂ'—ﬁ n ™

Probléme 2

I.
Q 1. C’est une série entiére de référence. Puisque o ¢ N, son rayon de convergence est .
400 s
veel-1,1 (1+2z)® :1+Za(a—1)~-~(a—n+l)a.
n=1
1
Q 2. Size]—1,1]alors —z €] — 1,1[ et d’apreés la question (Q 1) avec o = —5sona les égalités suivantes.
+oo n
! = (1—-2)""? = 1+ LY (L3Y L (Lik2n =2 (o)
1—x 2 2 2 n!
n=1
+oo
(=" (=2)"
= 1 Ix3x--x(2n—1
+ nz::l gL X3 XX (2n—1) p
. =1 (2n)! x”




II.
Q 3. Tout d’abord X;(Q2) = {—1,1} donc (Xt; 1) (Q)={0,1} et :

X, +1 X, +1
P( s —1>—P(Xt—1)_p et P( et —0>—P(Xt——1)—1—p.

2 2
Donc Xt;— LON B(p).
Les variables aléatoires X1,..., X,, sont indépendantes donc par le lemme des coalitions, les variables aléatoires
Xl;— 1 ey X"; L sont aussi indépendantes. Comme elles suivent toutes une méme loi de Bernoulli de paramétre
p, leur somme Y,, = i X ;_ L suit une loi binomiale de paramétres n et p.
t=1

Y,(Q)=[0,n] et Vke[0,n] P(Y,=k) = (">pk(1 —p)n k.

n

Q 4. Avec les notations de ’énoncé, on a Y, = Z
t=1

Xi+1 1
2 2

(Sp +n).

Et donc I’événement (S,, = 0) est aussi I’évenement (Yn = %) .

Comme Y,,(Q2) = [0,n], si n est impair, P(S,, = 0) = 0.

Si n est pair, alors P(S,, =0) = P (Yn = g) = <n7/l2>p"/2(1 —p) 2,

n _ n/2 . .
On a bien | u, = P(Sn = O) = (n/2> (p(l p)) Sl n est pair
0 sinon

Q5. Onaug,= (i?) (p(1—p)".

mn

On voudrait utiliser le résultat de (Q 2) avec Jon = (p(1 = p))", c’est-a-dire avec = 4p(1 — p). Or I'application
1 1
x € [0,1] — 2(1—=z) prend ses valeurs dans [0, 1/4] et atteint son maximum yi uniquement en z = 3 On distingue
deux cas. 1 /2
— sip# 5 alors z = 4p(1 — p) € ]0,1[ et donc la série ZUQn = Z 5on < 77;) " converge. Par conséquent, son
terme général tend vers 0.

1
— sip= 5 i par la formule de Stirling, on a :

(2n)! (&)™ Vinr _ 1

u2 = ~ = 0.
" 220 (nl)2 nstoo 92n (1)2" 2nm VT aotes
e
Remarque : dans les deux cas, on a
v~ e —p))" 0
2n n—-+oo \/nm n— oo ’
Dans tous les cas, on a bien démontré, | lim ws, = 0.
n—-+oo

Ce qui signifie que la probabilité de retour & ’origine au bout de 2n déplacements tend vers 0 quand n tend vers
+00.

I11.

Q 6. T, représente le nombre de passage a 'origine au cours de 2n déplacements.

Q 7. OQJ(Q) = {0, 1} avec P(Ozj = 1) = P(ng = 0) = u2j dOHC‘ Ogj ~ %(Ugj). ‘

De plus , par linéarité de ’espérance, on a :

E(Tn) =E ZOQJ' = ZE(OQJ) = ZUQ]‘
j=0 j=0 j=0



On a donc bien | E(T},) = Z <2jj> (p(1 —p))’.

1
On suppose que p # 5

On a alors 4p(1 — p) €]0,1] et en appliquant le résultat de (Q 2) & = = 4p(1 — p), on obtient :
—+oo —+oo
1 1 [(2n " 2n "
=3 g ()t =30 () w1 - 00

L—4p(l-p) =2 =

ce qui signifie par définition de série convergente que :

1
n=r+oo V1—4p(1—p)

. 1 . (2 i
Sip# 3 alors nllgloo E(T,) = lim Z;J < X )(p(l -p) =
j=

1
On suppose que p = —. On montre le résultat attendu par récurrence sur n € N.
Pour n =0: Top = Op = 1 car a l'instant ¢t = 0, la particule est a l'origine. Donc E(Tp) = E(1) = 1.

2n+1 (2n

52 =1, le résultat est donc vérifié pour n = 0.

De plus, pour n =0,
Soit n € N. On suppose le résultat démontré pour ce n. On a Ty, 11 = T}, + Ogpy2.

Par linéarité de ’espérance et par hypothése de récurrence :

2n+1(2n 1 2n + 2

- (i) (e ey 1)

1 <2n—|—2

2n+3 (2n+ 2
2202\ n+1

)(2(n—|—1)+1) = S (e

2n+1(2n
Finalement, par le principe de récurrence, on a démontré : | Vn € N, E(T,) = 22—: ( )
n

Méthode 1 : On utilise comme cela est suggéré le résultat précédent.

1 /2 1
On a vu en (Q 5) que dans ce cas, us, = ( n) ~
n——+0oo

220\ n NS
2
On a donc E(T,) et \/% njm +oo et alors | E(T,) n—>—+>oo +00.

Probléme 3

T est la matrice de u dans la base %, sa premiére colonne donne I'image de e; : u(ey) = Ajey.

Par une récurrence immeédiate, on montrerait que pour tout k € N, u*(e;) = A\¥e;. Et puisque [A;| < 1, on a :

k k k
[u*(en)] = lIAtenll = [Ml*llea]] —— 0.
—+o0

Et de maniére immédiate lim u"(e;) = 0.
k——+oo

La i + 1-éme colonne de 7" donne l'image de e;+; par u. Plus précisément :

u(eir1) =Tri41e1 + -+ D16 HAig1€it1-

=T

On a bien trouvé x € Vect{ey,...,e;} tel que ‘ u(eir1) = Ait1€i+1 + 2.

On pourrait démontrer le résultat demandé par récurrence. On choisit ici de faire apparaitre une série télescopique.



— st Aip1 #0:on au(e11) = Aip1€i+1 + = et comme u" est linéaire :

vm €N, v (eq1) — Mip1u™ (i) = u™ ().

u™ (e u™ (e u™(z
On divise par /\Z”_J[I #0: m(+;+1) — /\(mlﬂ) = m(+1) On ajoute ces égalités pour m = 0, ...,
)\1—&-1 i+1 )‘1+1

somme est télescopique, il reste :

k—1
uk(e +1) _ uo(ei+1) _ A1 m( )
X N, 2 e
i+1 i+1 m=0

En multipliant par )\f "1, on obtient le résultat demandé.
si A\iy1 = 0 : alors d’une part, u(e;41) = Niy1€i11 + = = & donc uF(e;41) = v~ ().

Et d’autre part, dans la somme suivante, tous les termes sont nuls sauf un, celui pour m =k —1:

k—1
k—m—1 m, k—1 k
Ait1 () = v (#) = u”(€it1).
m=0
k—1
Dans les deux cas, on a bien démontré que | Vk € N*, u”(e;11) Z )\me Lum(x).
m=0
On a z € Vect{ey,...,e;} donc il existe des complexes x1,...,x; tels que z = Z Tie;.

=1

Par linéarité de u, u*( i
= —+o0

Par opérations sur les limites, on a donc aussi :

lim uf(z) = 0.

k—+oo

Une premiére conséquence est que la suite (u”(x))zen est bornée : IM > 0, Vk € N, |[u”(z)|| < M.
On montre le résultat demandé en revenant & la définion de limite.

Soit € > 0 fixé : on a les majorations suivantes (inégalité triangulaire).

E:kmlm
>\z+1

Or, lim «™(x) =0 donc, il existe un rang N € N tel que :

m——+oo

k-1
< Z i1 [P Hw™ ()]

m=0

Vk > N, [u™(z)|| < e.

x) = Zmluk(el) On on a supposé que pour tout j € [1,4], lim u”*(e;) = O.

k —1. La

Pour k£ > N, on coupe la somme en 2. On sait que |A;41] < 1 donc la série Z |Aix1]™ converge et a pour somme

neN
1
1= [Aiga]
k—1 N—-1 k—1
Nt Fm @) = Paga T ™ (@) + i [ [u™ ()|
m=0 m=0 g'M m=N <e
N-1 k—1
< M Z ‘)\i+1|k—m—1 +e Z |)\i+1|k—m—1
m=0 m=N
< M Z |>\2+1|”+€Z Aiga|”
n=k—N
M 1
< — Ve
h 1—|>\¢+1|‘ e L —[Aiga]



II.

|k—N

Or klim [Aip1]*~™ = 0 donc il existe N’ > N tel que pour tout k > N’, on ait |A;41 <e.
—+o0

En reportant dans la majoration précédente, on a trouvé N’ tel que pour tout entier £ > N', on ait :

k-1
M+1
Z)\Z_lm 1 m ) < | 1+1|k m— 1||u ( )H gsm:C&
m—0 i+1
Quitte & reprendre le raisonnement avec & = %, on a bien démontré que :
k-1
. k—m—1 u™ _
WA 2 N @) =0
m=0
On a alors, en utilisant (Q 2) et [A;11]| <1:
k—1 k-1
k k 1 k k 1
¥ (eira)ll = Zomlm u™(@)|| < PialMllessall + ZOAHJ” w"(@)| 2 0,
m= m=

et par le théoréme d’encadrement | lim u*(e;1) = 0.
k—+o00

Pour i € {1,...,n} on note Z; la propriété : lim u”*(e;) = 0.
k—+o00

En question (Q 1), on a montré que &, est vraie. Dans les deux questions suivantes, on a montré que, pour tout
ie{l,...,n—1}si &q,..., 22 sont vraies, alors &;, est vraie.

Par le principe de récurrence forte, &; est vraie pour tout i € {1,...,n}.

On note come dans 1’énoncé, Tl(l;) les coefficients de T". Puisque T* est la matrice de u* dans la base %, on a :

vie{l,...,n}, v ZT(k)

Et comme . lim u*(e;) = 0, ses suites coordonnées dans la base % tendent aussi vers 0.
— 400
Et finalement :

V(i,j) € {1,...,n}2, kETOOT(J) =0.

Et par conséquent, lim 7" =o0.
k—4o0c0

On suppose juste que A € .#,(C) et que : VA € Sp(4), |\ < 1.

On note Ay, ..., A, les valeurs propres de A répétées avec multiplicité. Puisque K = C, le polynéme caractérisque
de A est scindé et donc A est trigonalisable. Plus précisement, il existe une matrice tringulaire supérieure 7' dont
les coefficients diagonaux sont Aq,...,\,, et une matrice inversible P telles que :

A=PTP .

D’aprés les questions précédentes, on a lim T = 0.
k——+oo

De plus, A* = (PTP~Y* = prP~t.PTP~'.. . PTP~! = PT*P~L.

Enfin, I'application ¢ : M — PMP™! est linéaire sur .#,(C), comme .#,(C) est de dimension finie, elle est

continue, en particulier continue en 0. Puisque i lim 7% =0, on a donc :
—+o0

lim o(T*) = ¢(0) = 0.

k— o0

Ce qui s’écrit | lim A% =0.
k——+oo

T1
A n’est pas inversible, donc 0 est valeur propre de A : il existe donc une matrice colonne X = | : | # 0 telle que

Tn

AX =0.



I11.
Q9.

Q 10.

Q 11.

Pour tout j € [1;n], |z;| < |z;,| donc si x;, = 0, on a alors pour tout j, x; = 0, ce qui contredit le fait que X # 0

n
Comme AX = 0, alors en considérant la ip-éme ligne du produit AX, on a Z ai,,;x; = 0 donc en isolant le ig-éme
j=1
terme : a;, i, Ti, = — Z Qiq,5T;
J#io
n n

puis par inégalité triangulaire, |a;, i, %4, | < Z laiq,j]-|25] < Z |@ig 5|14 |-

j=1 j=1

J7#io J#io

Comme |x;,| > 0, on en déduit 'inégalité |a;, ;| < Z lai,,j], ce qui contredit hypothése de dominance stricte de

i=1
Jqfio
la diagonale de A.

Remarquons tout d’abord que puisque A est une matrice & diagonale strictement dominante et puisqu’un module
est un réel positif ou nul, on a, grace a U'inégalité stricte : Vi € [1,n], |au| > 0.

M est une matrice triangulaire inférieure donc

n n
| det(M)] = H M| = H |ai| >0
=1 =1

Ainsi  det(M) #0 et | M est inversible. |

Avec les notations de ’énoncé :

BX+MY=M'"FX+M'AX =MY Y F+AX=M'MX=X

Par définition de Aet V, V #0 et BV =AV.

Donc M7'FV =\V et en multipliant par M & gauche, |FV =AMV,

U1
On pose V =
Un,

En utilisant les définitions de M et F' et la convention de ’énoncé, ’égalité vectorielle précédente se traduit alors
par

i
Vie[l,n], Z ai;v; = A Zaijvj
j=it+1 j=1

En isolant le terme a;;, on obtient donc

Aaiiv; = — g ai;vj + A E ai;V;

Jj=i1+1

{lv;j| / 7 € [1,n]} est un ensemble fini de réels donc admet un maximum |v;,|. Comme V" est un vecteur non nul, il
existe j € [1,n] tel que v; # 0 et donc  |v;,| > |vj] > 0. Ainsi v, # 0.

En particulier, pour ¢ = iy et aprés application de 'inégalité triangulaire :

Zg 1
|)‘aioiavio| Z i jVj + Al Zalo]vﬂ
j=to+1

n io—l
Naigiol Vil < Y aigsllos| + 1A D laig][v;]

j=iot1 =1

|vis] >0  donc

" ol oy S Ll
‘)‘a‘ioi0| < Z | 10J| | |+|>‘| Z‘ 10J| |
Jj=io+1 Yio Yio



Q 12.

Q 13.

Par définition de ig, Vj € [1,n], 03] <1 et on manipule des termes positifs donc

|Uio|
n ip—1
Nigiol <D aigil + ALY laigs|
j=iot1 i=1

Si A=0, onabien |)\<1.

Sinon, A étant une matrice a diagonale strictement dominante, on a :

ip—1 n
A Haigiol > I D laiogl = 1A D laigs | + 1A D aig]

J#io Jj=1 J=to+1

On en déduit
n n
D7 laigil > A D ai]
j=io+1 j=io+1
n

Et Z laj,;| >0 car sinon, on aurait 0> 0 donc en simplifiant, on obtient

j=to+1

Les valeurs propres de B sont donc toutes de module strictement inférieur & 1. Par conséquent la partie IT permet
de conclure que

lim B* =0.

k— 400

Montrons le résultat par récurrence. On note pour k € N, 74, : X, — X = Bk(XO - X).
S est clairement vraie.
Si 7, vraie, alors :

par définition de la suite et par Q31., on a :
Xp1— X =(BXp +M7'Y)— (BX + M7'Y) = B(X}, — X)

Donc par HRy, Xjk41—X = Bk+1(XO —X) et 41 est vraie.

Conclusion : On a montré par récurrence que

VkeN, Xp—X=DB"X,-X)

De plus, .#,,(C) est de dimension finie et lapplication ¢ : M € #,,(C) — M (X, — X) est linéaire donc elle est

continue (en 0). Comme  lim B* =0, on en déduit que lim ¢ (B*) =1(0) = 0. Ainsi :
k— 400 k— 400

lim (X* - X) =0.

k—+oc0

‘ La suite (Xg)ren converge donc bien vers X. ‘




