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Devoir surveillé 6 - sujet Mines - Centrale

Probleme 1 - D’aprés Centrale MPI 2023

Notations

— Dans tout le sujet, n désigne un entier naturel non nul.

— Etant donnés deux entiers naturels a et b, on note [a, b] ’ensemble des entiers naturels & tels que a < k < b.
— Pour deux suites de nombres réels (up,),,cn €t (Um),,cn, la notation u, = O (v,,) signifie qu’il existe une suite

— On pourra utiliser sans démonstration la formule suivante, qui précise la formule de Stirling lorsque n tend vers

— Toutes les variables aléatoires considérées sont discrétes et sont définies sur un espace probabilisé (9, o7, P).

I.

bornée (M,,),,cy telle que I'on ait

Ime e N | VYm>=mg, Un=M,vn,

“+00 :

w=(2)" vam (1+0(1))

Résultats préliminaires

I.A - Calcul d’une intégrale classique

Rappelons que n désigne un entier naturel non nul. On note

Q 2.
Q 3.

Q 4.

Q 5.

Q 6.
Q7.

1 1 —+o0 1
In=[ ———dt et K,= —_dt.
" / i+ & O / 1+

Montrer que

L > o
277,

Justifier I'existence de K,, et donner la valeur exacte de K.

oo 1 1
/1 (1+t2)"dt_o<n2”>

On pourra minorer 1 + ¢* par un polynome de degré 1.

Montrer que

En déduire que, lorsque n tend vers +oo,
In ~ Kn

. 1
Etablir la relation de récurrence K,, = K, 41 + Q—Kn
n

En déduire un équivalent simple de I,, lorsque n tend vers +oo.

z 1
L= — 4
Vit = [ e

Justifier que

Montrer que

n— oo

+o0 5
lim /nl, :/ e % du
0

En déduire les valeurs de
+o00o R +o0 5
/ e " du puis de / e /2 du
0

— 00



Dans toute la suite, on posera pour tout x réel

1.B - Comportement asymptotique de 1 — ®
Soit « > 0.

Q 10. En écrivant que ¢(t) < —p(t) pour tout ¢ > x, montrer que

/ o< 29,

xT

8| o+

Q 11. A P’aide de I’étude d’une fonction bien choisie, montrer que

xT

+oo
m@(x) < / e(t) di

Q 12. En déduire un équivalent simple de 1 — ®(z) lorsque z tend vers +oo.

I.C - Une inégalité maximale
Dans cette sous-partie, n est un entier naturel non nul et Zy,..., Z, sont des variables aléatoires discrétes indépendantes.

P
Pour tout p € [1,n], on note R, = Z Z;.

i=1
On va montrer la propriété

<psn

Ve>0 P ({ max |R,| > 3m}> <3 max P({|R,| > z})
1<p<n 1

On admet que les différentes fonctions intervenant dans cette inégalité sont bien des variables aléatoires discrétes. Pour

simplifier, notons A I'événement { max |R,| > 3z ;. Ainsi,
1<p<n

A= {w €N /lmax |Ry(w)| > 31‘} .

<psn

Dans le cas oul n > 2, définissons de plus les événements

Ay ={|Ri| >3z} e A,= { max |R;| < 3x} N{|R,| > 3z}
1<i<p—1
pour p € [2,n].
Q 13. Exprimer I’événement A a ’aide des événements A1, As, ..., A,.

Q 14. Montrer que l'on a

P(A) <P ({|Rn| > 2}) + Y _P(A,N{|Rn| < z}).

p=1

Q 15. Justifier que pour tout p € [1,n], on a I'inclusion

Ay N {|R| < 2} € Ay {|Rn — Ry| > 22} .

Q 16. En déduire que
P(A) < P({|Ra| > 7)) + max P({|Ry — R,| > 2c}).
PN

Q 17. Conclure.

II. Applications

Pour tout n € N* et tout &k € [0,n], on pose

2k
Tnk = —Vn+ NG



De plus, on définit la fonction B,, : R — R par les conditions

Vxe_—oo,—\/ﬁ_\}ﬁ{ Bu(@) =0
1 1 n(n\ 1
Vk € [[_O,n]] Vi € [l'n,k = T Tk + \/,;[ Bu(z) = 2(14;)271
1
_ By, -

On admet (c’était I'objet d’une partie du probléme initial) que la suite de fonctions (B,,),, . converge uniformément sur
R vers la fonction ¢, définie dans la partie I. Autrement dit,

lim A,=0 avec A, =sup|B,(z)— ().

n—+4o0o zER

Soit X une variable aléatoire discréte telle que P(X = —1) = 1/2 et P(X = 1) = 1/2. On considére une suite (X;)
variables aléatoires discrétes mutuellement indépendantes et de méme loi que X. On définit alors

jenw de

n
So=0 et YneN" S§,=> X,
i=1

On dit que (S, ),y est une marche aléatoire symétrique sur Z.

II.A - Théoréme central limite

Soit I un intervalle de R et (fy), cy~ une suite de fonctions continues par morceaux sur I qui converge uniformément sur
I vers une fonction f également continue par morceaux sur I.

Q 18. Si (un),cy- (respectivement (vy,),.y.) est une suite de nombres réels appartenant a I qui converge vers u € I
(respectivement v € I ), montrer que
Un v
li dz | = dx.
Jm ([ wan) < [ e

X;+1 =
On pose, pour tout i € N*, Y; = it et Tn:ZYi'
i=1

2
Q 19. Montrer que, pour tout j € [0, n],
Tn,j+1/V/m
PH{T,=j}) = / B, (z) dz
Tn,j—1/v/n
oll T, ; a été défini précédemment.

Considérons un couple (u,v) de réels tel que u < v, et notons

. n —+ uy/n . n 4+ vv/n
Jn—{J€H0,n]]|2f<y<2f}.

Q 20. Justifier que

P({ms’;@}) =Y P({Tn=3}).

Jj€Jn

sm(foe Sy f) - o

(o) oo

ou les applications ¢ et ® ont été définies dans la partie I.

Q 21. En déduire que l'on a

puis que

II.B - Critére de tension

Dans cette derniére sous-partie, on fixe € € ] 0, 1][.



Q 22. Montrer qu’il existe o > 1 tel que 'on ait

Ve>azo IngeN Vn>n, 2°P ({|Sn\ > x\/ﬁ}) <e.
n
Q 23. Pour z( et  comme & la question précédente, on fixe N > —= et on choisit n > N. Montrer qu’alors
€

<p<n

2P ({fgax 1Sp| = 333\/5}) < 3e.

Probléme 2

Pour a € R, on pose E, ’équation In(z) = az d’inconnue = > 0.
1
Q 1. Montrer que I’équation E, admet au moins une solution si et seulement si a < —.
e
Dans toute la suite, on suppose que cette condition est réalisée et on note s, la plus petite des solutions de I’équation F,.

Q 2. Soit ¢ une fonction de classe C! sur R telle que pour tout (z,y) € R?, o(z +y) = ¢(2)¢(y) (condition C). On pose
A =¢'(0).
a) Montrer que si ¢ s’annule, alors elle est constamment nulle. Dans le cas contraire, que vaut ¢(0) ?
b) Montrer que pour tout (z,y) € R?, ¢'(z) = A\p(z).
¢) Déterminer toutes les fonctions ¢ non nulles qui satisfont la condition C.

1
Q 3. On définit la suite de polynomes (P,) par Py = 1 et pour tout n € N*, P, = —'X(X +n)" L,
n!
a) Montrer que pour tout n € N*, P, = P,_;(X +1).
b) Montrer que pour tout n € N, pour tout (z,y) € R?, P,(z +y) = Z Py () Pp—i(y).
k=0

11 =
Q 4. Soit a € [, ] On pose F, : z ZPn(x)a”.
e e
n=0
a) Montrer que pour a et z € R fixés, la série Z P, (z)a™ converge absolument. La fonction Fj est donc bien définie
n=0
sur R.

b) Montrer que F, est de classe C" sur R et vérifier que pour tout z € R, F!(x) = aF,(z + 1).
¢) Montrer que pour tout (z,y) € R? F,(x +y) = Fu(2)Fa(y).
d) Montrer que F,(1) est solution de ’équation E, : on pourra calculer F/(0) de deux fagons.

Q 5. Pourac {—1, 1}, on pose G(a) = Fy(1).
ee

11 1
a) Montrer que G est de classe ' sur ], - [ et monotone sur [0, ]
e e e

b) Montrer que F,(1) = s,.

Q 6. Soit c un réel tel que 1 < c < e
justifier ’égalité

/e Montrer que I’équation y¥ = ¢ d’inconnue y > 0 a une unique solution yq et

1)7171

+oo (n o
yo =1+1In(c) + Z(fl)”’li

- (Inc)™

n=2



Devoir surveillé 6 - sujet Mines - Centrale - Corrigé

Probléme 1

1 1 | 1
Soitte[071].OnaO<1+t2<2donc0<7<—.Ainsi In>/ —dt = —
ey <o :

1
La fonction ¢ — aror est continue sur [0, +o00].

1
Par ailleurs et t — on est intégrable en 400 car 2n > 1.

(1+¢2)" trtoo 120

—+o0
Ainsi / W dt est absolument convergente donc convergente.
0

“+o0
1 o0
’ Ce qui justifie I’existence de K, ‘ et | K1 = / ——dt= [arctan(t)]ij(f _r
0 1+1¢2 = 2
OnaVt>1 1+t>>14+t>0.
Soit n > 2. Alors
+o00 400 +o0 —n417t—+too
1 1 _ (1+1) 1
/1 (1+t2) /; (1+t) /1 ( ) |: —n+1 :|t—1 (TL— 1)2n71
1 2 1
Orquandn—>—|—oo,0na(n_1)2nl~n2nzo<n2n>

On a bi /mldt—o1
rapent | ey T Y e

A Paide de la relation de Chasles et Q3, on a quand n — o0,

I, —K,=0 <1> =o(I,)

n2m

1 1 1
— —o =) et — =O(I,) selon Q1.
car o o<2n> et T O (I,,) selon Q

On en déduit que

Sous réserve de validité, on effectue une intégration par parties :

1 oo Foo It too 4249 Foo 1
K,=|t-——— t-—mm—— dt =2 —  _dt—-2 — dt
{ 1+ t%nLO +/0 (1+ )+ ”/ (1+ )+ ”/ (1 + )

L’intégration par parties est valide car le bloc tout intégré est nul.

1
Ainsi K,, = 2nK,, — 2nK,,+1 ce qui permet de conclure que | K,, = K41 + Q—Kn
n
. * N . 2n—1
Soit n € N*. On d’aprés ce qui précede : K,,41 = 5 K,.
n

PR

[Lioyn—1(2 - 1)K1 _ [l i2n -2k T
Hi:l n— 1(2@) (Hi:1 n— 1(2i))2 2
B (2n — 2)! T (2n=2)r
Tt (=122 221 ((n — 1)1)?
En utilisant la formule de Stirling, quand n — 400, on a :

2n—2
2n — 2
2 (2n — 2
(2n — 2)! ( e ) T =20 o2

~

=1y ((”‘1)“ 27T(n—1)>2 v

Ainsi par récurrence immeédiate, on a K,, =

(S



NG

A laide de Q4, on peut conclure que | I, ~ K, ~ —~—

2/

\/ﬁ
Q7. On effectue le changement de variable (bijectif, strictement monotone et C'') : w = /nt, pour obtenir : | \/nI,, = /
0

0,400 — R
1
——  siu<n
u o {TTm v

0 sinon

Q 8. Pour n € N*, on considére la fonction f, :

On va utiliser le théoréme de convergence dominée.
(i) (hypothése inintéressante) Pour tout n € N*, f,, est continue par morceaux sur [0, +o0|.
(ii) (idem) La fonction u — e est continue sur [0, +o00].
(iii) Soit u > 0. Quand n — 400, on a f,(u) = exp (—nln(1 4+ u*/n))) et —nIn(1 + u?/n)) ~ —nu®/n — —u.

Ainsi comme exp est continue, on a fp,(u) — e v’ (valable pour u = 0)

Ainsi (f,),, converge simplement vers u — e sur [0, +o0].
(iv) Soit n € N*. Soit u € [0,+/n], on a avec la formule du bin6me :

n 2k 2
e £ ()5 ()¢ ()51
k=0

1

Ce qui permet d’établir 'hypothése de domination : ¥n € N*, Vu € [0, +oo[, |fn(u)| < Tra
u

1
or la fonction u TTa est continue et intégrable sur [0, +o00[. (Q2)
u

+oo 5

+oo
Avec (i), (ii), (iii) et (iv), le théoréme s’applique : / Jo = e " du.
0

n—-+oo 0

+oo
Avec Q7 :| lim +/nlI, = / e~ du
0

n—-+oo

+o0 .
/ T ﬁ
O 2

Q9. D’aprés Q6,on a /nl, — g Par unicité de la limite, on a donc

n——+oo

“+oo
Par parité, on a alors / et dt = V7. On effectue le changement de variable u = v/2t.

— 00

1 [t e oo e
Ainsi /7 = ﬁ/ e /2 du. D’ou / e " /2 du=+2r
— 00

—00

1.B -

Q 10. On a ¢(t) < —p(t) pour tout ¢ > = car = > 0 et p(t) > 0. Ainsi

Foo 1 too 2 1 2 t—+o0
) dt < te V2 At = ——— [fe*t /2}
/r SD( ) T\ 21 /w /2w t=g

SHES

o(z)

+oo
ce qui permet de conclure que / o(t) dt <
xT

Q 11. Comme ¢ est de classe C! et intégrable sur R alors 1 est de classe C'* sur R et pour v € R, on a :

=20 [ et (41 o) o) —u (e ) <2 (u [ a0 dt— o)

I p(u)
Ainsi Vu > 0, ¢'(u) = 2u (/ o(t) dt — > < 0 selon Q10.
u u

Ainsi 1 est décroissante sur [0, +oo[ car i y est continue. Le théoréme de la limite monotone nous fournit ¢ =

lim (x)

r—r+00



Par ailleurs on a Vo > 0, ¢(z) + xp(x) > 0 et par croissance comparée zo(z) — 0.

r——+o0

Ainsi > >0> icutier 2 S o qron | F <[
insi pour & > 0, on a ¢(x) > ¢ > 0, en particulier i 0 d’ou o 1<p(x) </ o(t) dt

x +oo 1
: T < <= .
Q 12. On a donc Vz > 0, PR 1<p(:c) /z p(t) dt xgo(:v)

1 L. .
Or quand x — +o0, on a ~ —. Ainsi par encadrement d’équivalents, on a
X

“+o0
gO(J?) 1 —12/2
£) dt ~ -
L plt) dt ~ £ = ——e

2 +1

Or selon Q9 et Chasles, on a

+o0 +oo
1:/ (1) dt:<I>(:c)+/ o(t) dt

— 00

e pz) e/
Doul—®(x) = / @(t) dt. Ainsi |quand © — 400, 0ona 1 — ®(z) ~ — ~ 5
z T V2T

Remarque : on aurait pu obtenir cet équivalent a l'aide d’une intégration par parties et en utilisant une intégration
de relation comparaison (ici "petit o").

1.C -

Q13. A= U A, (réunion disjointe ) | (si n =1, alors A = Ay).
p=1

Q 14. On a donc
AcC ({|Rn] 2 2} U(AN{|R,| <z})) = <{|Rn| z U (U Ap N{|Rn| < x}>>
p=1

La réunion étant disjointe, on a donc bien

P(A) <P({|Ral > 2}) + D) P(4, N{|Ra| < z})

p=1

Q 15. Soit p € [1,n]. Soit w € A, N{|R,| < x}.

On a donc |R,(w)| = 3z et |R,(w)| < x. Ainsi selon la deuxiéme inégalité triangulaire :
|Bn(w) = Bp(w)| = [Bp(w)| = |Bn(w)| > 32 —x =2z

orwe A, dotwe A,N{|R, — R,| > 2x}.

On a bien Vinclusion | A, N {|Ra| <z} C A, N{|Ry — R,| > 22} |

Q 16. D’aprés Q14 et Q15, on a :

n

P(A) SP({|Ra] > a}) + ) P (A, N{|Ry — Ry > 223)

p=1
Soit p € [1,p]. On a
n
{|Rn — Ryl > 22} =S| Y Zj| > 2z
Jj=p+1
Ainsi cet événement ne s’écrit qu’en fonction de Z,11, ..., Z, alors que A, s’exprime a I'aide de Z1, ..., Z,.

Donc le lemme des coalitions s’applique, on a 'indépendance des événements A, et {|R,, — Rp| > 2z}

Ainsi
n

P(A) <P ({|Ra| > 2}) + ) _P(A4) - P({|R0 — Ry| > 22})

p=1



or en utilisant 'union disjointe de Q13, on a

> P(A) - P({|Rn — Ry| > 22}) < ZP - max IP’({|R — R,| >2z}) <P(A)- max P ({|R, — R,| > 2z})

1<p<n

On en déduit que |P(A) < P({|Rn| = z}) + max P({|R. — Rp| > 22})
PN

Q 17. Soit k € [1,n]. On a Va,b € [—z,z], |a — b|] < 2z. Ainsi
{|Rn — Re| > 22} C ({|Rn| > 2} U{|Ri| > 2}) C ({|Rn| 2 2} U{|Rs| = 2})
Adnsi P({| By — Byl > 20}) S P({|Bn| > 2}) + P ({|Fx| > 2}) < 2 max P ({|p] > }).

Ce qui avec Q16, permet d’obtenir le résultat attendu :

P ({ 1Rl > 30} ) = B) < PIRLI > ) +2 max PUIR, | > 0)) <3 pmax PR | > )

<p<n

II.
ILA -

Q 18. Pour g fonction bornée sur I, je note ||g||co = sup |g(z)|-
zel

Comme (f,,) converge uniformément sur I vers f, on dispose de Ny € N tel que pour tout n > Ny, f — f, est bornée
sur 1.

Soit w € I. Soit n > Ny. On a

]f(x) dx—ffm) de| < /vf—7f+7f—7fn </ /f f)

v

Je note la fonction F' : z —— / f qui est continue sur I car localement lipschitzienne (f étant bornée sur tout

v
segment) .

Ainsi

/f(w) dw—/fn(l‘) dz| < [F(v) = F(va)| + /||f—fn|\oo dz| <[F(v) = Fvn)| + [w = va| - |[f = fullo

Or le membre de droite est de limite nulle, ainsi /f(x) dx — /fn( ) do| —— 0 d’on

n—-+4o0o

Un

[ @ dxm/f

De maniére analogue, on a /fn(x) de —— /f(x) dz

n—-+4+oo
Un

n—-+o0o

Par somme, on obtient : | lim /fn(x) dz | = /f(x) dx

Q 19. Par indépendance mutuelle des X; (1 < i< n),les Y] le sont également selon le lemme des coalitions.

De plus on remarque que Vi € [1,n], Y; ~ %(1/2) (loi de Bernoulli).

Ainsi T,, = Y | Y; ~ (n,1/2) (loi de binomiale). Soit j € [0,7]. On a alors

e () 6 (-2



1
D’un autre coté, B, est constante sur [z, ; — 1/v/n, z,; + 1/v/n[ égale a 4 (n) — . Ainsi
J

2n
mnyj"'_l/\/ﬁ 2
Tn,j—1/Vn
Tng+1/vm
On peut alors conclure que |P ({T}, = j}) = B, (z) dz
Tn,j—1/V/n

S.
ntn Ainsi S,, = 2T;, — n donc comme T, est & valeurs dans [0, n].

Q 20. On remarque que T}, =

{u< j%sv}z{Tne [“‘/Z+”,”@+n}}=jgn{ﬂ=j}

Sn
Comme 'union est disjointe, on a bien | P ({u < % < v}) = j; P{T, =

Q 21. Le premier résultat :
n+u\/n —&-ooetn—l—n_H}\/ﬁ

2 n—+oo 2 n—+oo

+ 00

On a

Ce qui nous fournit Ny € N tel que Vn > Ny, J, N [0,n — 1] # 0.
2

On eremarque que Vj € [0,n — 1], 2, ; + NG = Ty jt1-

Soit m > Ny. Je note j,, = min (J,) et jyr = max (J,).

On a a l’aide des deux questions précédentes et la relation de Chasles :

Tn,j+1/v/n Tnja /v
(o) T mn " i
JE€JIn e VAVLD) T, jm —1/V/M
Par définition de J,, on a j, —1 < w < Jm

n+u\/ﬁ< o n+ uy/n
2

5 <Jm + 1. Ainsi

donc

n+uy/n n—l—u\/ﬁ_ ~, 2
T —Vn < ang, 7 \F+\/ﬁ

A T'aide du théoréme des gendarmes, on a x,, j, —— u puis z, j, — 1/v/n ———u
n—+o0o

n—+o0o

De méme z, j,, +1/v/n —— v
n—+4o0o

Par ailleurs les fonctions ¢ et B, (n € N*) sont continues par morceaux sur R et la suite (B,,), cy. converge
uniformément vers ¢ sur R selon la partie II.

Ainsi Q 18 s’applique et on a
Tn,jp /v v

T jm — 1/ VN w

Ce qui permet de conclure que ngrfmIP’ ({ 7 }) = /(p(x) dz

Le deuxiéme résultat :
Etape 1(a) : Soit n € N*. Comme R est archimédien, on a :

el lee o)

pEN*




Ainsi par continuité croissante : PP < S lim P Sn +
1ns1 I nitinul ro1 n . U —F— = 1m e U
p \/ﬁ p——+o00 \/ﬁ p

11 s’agit donc d’établir I'existence des membres et 1’égalité :

n—+00 p—+00 U \/ﬁ SuTp o p—+00 n—~+00 \/ﬁ Sutp

Pour pouvoir obtenir & ’aide du résultat précédent

g u+p +oo
n_l)IJ'I_lOOP ({u ﬁ}) L o(x) do / o(x) da

Etape 2(a) : on va établir le résultat de double limite (échange de limites).

Pour p € N*, onnote f,: N* — R et f: N = R

no— P({u<§%<u+p}) no P({u<j%}>.

(i) Pour tout p € N*, on a vu, selon le premier résultat que :

u+p

Jim g = [ @) dz )

u

(ii) Soit p € N* et n € N*. Comme on a I'union disjointe

esgenmufonne)- (o3

0< f(n) = fp(n) =P ({“+p< %D

Onals, = Z X; ot les X; sont indépendantes et admettent un moment d’ordre 2 car bornées.
i=1

Ainsi on a

n n

On a E(S ZE ) =0et V(S ZV =Y (B(X]) -E(X;)?) => (1-0) =

i=1 i=1

Ainsi E (j%) =0etV (j%) = V\ﬁ:;) =1

On choisit pg = 1+ || —u]| et on suppose que p > py de sorte que u + p > 0.

S, S,
Comme {u +p< n} {u +p < ‘ <n> ’}, en appliquant Bienaymé-Tchebychev, on a
vn i o\

Pl i) 2w

Vp 2 po, Vn € N*, [f(n) = fp(n)] <

On a donc montré )

(u+p)?

1
Or on a ————= —— 0 (majorant indépendant de n).
(u+p)? potoo

Ainsi la suite (fp),cy. converge uniformément vers f sur N*.

Avec (i) et (ii), le théoréme de la double limite s’applique ce qui nous donne l’existence des membres et 1’égalité :

lim f(n)= lim lim f,(n)= lim lim f,(n)

n—-+4oo n—-+4o0o0 p—-+oo p—+4o00 n—4o00

Etape 3(a) : on peut conclure

u+p —+o0 +oo u

ﬂ%ﬁ({ f})pgrfm/gp(x) do = /ga(x) do = /cp(:c) dxf/go(:c) da

u u —0o0 — 00

n—-+oo

Cest adire:| lim P ({u < S"}) =1—®(u) |en utilisant Q 9.




II.B -

Q 22.

Q 23.

Soit « > 0. Soit n € N*. On a {|S,| > zv/n} = {x < j%} U {—x > j%} (union disjointe).

S .
Comme en Q 21, on peut montrer que Yu € R, hm P <{ }) =1— ®(u). Ainsi
n=rtoo Z /n

P ({|8n] 2 2v/n}) -= 2(1 - @(@))

En utilisant Q 12, on obtient 22*(1 — ®(z)) —— 0.

T—+00
Ce qui nous fournit z¢ > 1 tel que Vz > x, |2x2(1 — @(x))| < e/2.

Soit & > x9. On a

2 S 201
P ({|Sn| = zv/n}) — 2" (1- %))
ce qui nous fournit n, € N tel que

Yn = ng, |1’2IP’ ({1Sn] = 2v/n}) —22°(1 — P(z))| <e/2

On a bien l'existence de |n, € N tel que Vn > ng, °P ({|S,| > zv/n}) <e

On a donc Vm > ng,  2°P ({|Sn| = zv/m}) <e

On a z4/n > 0 et par mutuelle indépendance des X;, la sous-partie IC s’applique et on a :

P ({ max [S,] > 3xf}> <3 mas B({]S| > 2vi})

1<p<n

Soit p € [1,n]. Il s’agit d’établir que 2P ({|S,| > zv/n}) <

Premier cas : si p > n, alors la question Q 22 s’applique et on a

PP ({|S,] > vyp}) <e

Comme {[S,| > zv/n} C {|S,| = z/p}, on a bien le résultat voulu.

Deuxiéme cas : sip < n,, on applique l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev & S,.

Comme les X; sont dans L?, alors il en est de méme pour Sp. On a E(S ZE

E(X7) - E(X:)*) = p.

p
=1

i

P
et par indépendance des X;, on a V(S,) = ZV(Xi) =
i=1

Comme z+/n > 0, on a

P ({ISp| = 2v/n}) =P ({15, —E(S,)| = zv/n}) <

Onal<p<n, <nedonc

P({I1S)] > ovi}) < 2

Conclusion : On a bien établi le résultat voulu pour tout p € [1,n]. Ce qui permet de conclure que

Q1.

Q 2.

2P ({ max |S,| > 3m\/ﬁ}> < 3e
1<p<n

Probléme 2

Inx
Une petite étude rapide de la fonction £ — —— montre que celle-ci a pour image 'intervalle ]
x

détaille pas, c’est du niveau Premiére Année).

— 00, 1/€] (je ne



a)

Q 4.
a)

S’il existe ¢ € R tel que ¢(t) = 0, alors pour tout z € R, p(x) = p(t)p(x —t) = 0.

Donc si ¢ n’est pas la fonction nulle, elle ne s’annule jamais, donc en particulier ¢(0) # 0. Or (0) est solution de
'équation X = X? (spécialiser x < 0 et y < 0), donc ¢(0) = 1.

On dérive la condition (C) par rapport a la variable y : pour tout (z,y) € R?, ¢'(z +1vy) = ¢(x)¢'(y), puis on
spécialise y < 0 : pour tout = € R, ¢'(z) = A\p(x).

On résout ’équation différentielle précédente, on trouve que ¢ est de la forme z — pe*. Or »(0) = 1, donc
0 x e,

Réciproquement, pour tout A € R, la fonction  — e** est clairement solution.

Az

Donc les solutions sont les fonctions  +— e*”, ot A est un réel quelconque.

lﬁzﬁ%«X+nW7tHn—DXﬂX+mnd):%#X+HW4@¥+W+W—DX):gﬁX+1+n—UWQMX+n%:
L ! !

Z;jBﬂX+1NX+1+n—D”2=RFNX+1)

n
Par récurrence sur n : on pose Z(n) le prédicat « pour tout (z,y) € R?, P,(z +vy) = Z Py (x)Pp—i(y) ».
k=0

— 2(0) est vraie car Py = 1.

— Si Z(n —1) est vraie (n > 1), alors on veut montrer pour tout y € R 'égalité des fonctions a : z — P, (z + y)
n

et B:x— Z Pr.(2)Pp—i(y).

k=0
Pour cela, on compare d’abord leurs dérivées : pour tout z € R,
— d'(z) =P(r+y)=Poa(z+y+1)
n n

— B'(x) =D PL(@)Pak(y) =D Pl(x)Pak(y) (car Py =1 donc Pj = 0)
k=0 k=1

n n—1
donc #'(z) = ZPk_l(x + )P, _x(y) = Z Pj(z +1)P,—1-;(y) = Pho_1(x + 1 +y) d’aprés Phypothese de
k=1 =0

récurrence
Donc les deux fonctions « et S différent d’une constante. En évaluant en z = 0, il vient «(0) = P,(y) et

B(0) = Pe(0)Pu_i(y) = Po(0)Pu(y) = Pu(y).
k=0

Donc la propriété &(n) est vraie.

1
Pour tout n € N*, on pose u,, = |P,(z)a"| = E\xHx + 0" al".

Dans les cas ot @ = 0 ou x = 0, la série E Uy, est la série nulle donc elle est convergente.

. i U
Dans les autres cas, a partir d’un certain rang, w, # 0 (car t + n ——— + 00), donc on peut évaluer ntl _
n——+oo un
1 r4+n+1|" 1 "
lal.|z + n|. = lal.|lx +nl. |1+ lale.
n+1 T+n n+1 T+n n—+oo

1
Donc si |a| < —, alors d’aprés la régle de d’Alembert, la série Zun converge.
e

1 . . -
Dans le cas ol |a] = —, on ne peut pas conclure selon ce principe, on utilise la formule de Stirling pour donner un
e

équivalent de u,, :

Ll tnt= A2 x@+xyl 2l 1
Uy ~ ——|z|(z+n =L = ~ ¢
n—+00 \/27n N Vor x4+ n n/ n—+oo \/ 2 n3/2

Donc par comparaison classique & une série de Riemann, la série E Uy, converge.

On considére la série de fonctions w,, :  — a" P, (z). D’aprés la question précédente, cette série converge simplement
sur R.

Il est évident que toutes les fonctions u, sont de classe C'* (ce sont des polyndmes). De plus, pour tout = € R et
neN* u (x) =a"P.(z) =a"P,_1(z + 1).

1
Soit 7 > 0. Pour tout « € [—r,r] et n € N*, |u),(z)| = |a|”m\x||x +n"% < |a|”.ﬁ.(r +n)"2 =



|a\.\a|"_1Pn,1(r +1)

Or d’aprés la question précédente, la série de terme général |a|" ' P,_;(r + 1) converge, donc ceci prouve que la
série de fonctions E u;, converge normalement sur [—r,r].

+oo
D’aprés le th. de dérivation sous le signe Z, on en déduit que F, = Z uy, est de classe C! sur [—r,r]. Comme
n=0
ceci est vrai pour tout 7 > 0, F, est de classe C* sur R = U [—r,7].
r>0
—+oo “+oo
De plus, pour tout z € R, F!(x Za"P' Za P,_1(z+1) —aZa" P, (x4 1) = aF,(z +1).
n=1 n=1

Les séries Z a" P, (x) et Z a"P,ly) convergent absolument donc par produit de Cauchy,

+o0 n n +oo
Fa(x)Fa(y):Z (Zakpk( a™” kpn k( > Za <Zpk(x)Pnk(y)> :Zanpn<m+y):Fa(x+y)
k=0 k=0 n=0

en utilisant la relation prouvée en Q 3b.
D’aprés la question Q 2, F, vérifiant la condition C, elle est de la forme x +— e* ot A = F/(0).

Or d’apres le point b, F(0) = aF,(1), donc pour tout z € R, F,(z) = e*Fe(),
En particulier (z < 1), on a F,(1) = e« donc In F,(1) = aF,(1) : F,(1) est donc solution de 'équation E,.

a) = Z P,(1)a™ = 1+Z T')a” est la somme d’une série entiére qui converge simplement sur le segment

11 11
{— ] d’aprés la question Q 4a. Donc sur 'ouvert ] -, = [ elle est de classe C' d’aprés le cours.
e e e'e

1
Sa dérivée est alors G’ : a — Z nP,(1)a"', qui est positive sur {0, - { (intervalle ouvert & droite!).
e

n=1

Enfin, comme la série entiére converge en a = 1, le th. de convergence radiale prouve que G est continue sur [0, }
e

(intervalle fermé).

1
Donc G est croissante sur {O, } .
e

On sait que F,(1) est solution de E,. Si cette équation posséde une autre solution, alors ’étude menée en Q 1

1
montre que ceci n’a lieu que lorsque a € }0, - {, que I’équation a alors deux solutions et que s, est I’'unique solution
e

1
appartenant a U'intervalle |1, e[, 'autre étant dans Je, +oo[. Il suffit donc d’étudier le cas ou a € }O, - [
e

1
Comme G(0) = 1 et G(1/e) = Fi /(1) est 'unique solution de E, /. qui vaut e, la monotonie de G sur [O, } prouve
e
que 1 = G(0) < G(a) = F,(1) < G(1/e) = e, donc Fy(1) = s,.
1 1 1
Pour y >0, 34Y =¢ < ylhy=Inc < In— = —Inc x —, donc y¥ = ¢ si et seulement si z = — est solution de
Y Y Y
I’équation E_ ;..

1
Or comme 1 < ¢ < el/e, onaa=—Ince }—70{, donc d’aprés ce qui précéde, ’équation y¥ = ¢ posséde une
e

unique solution qui est yg = m
a

Or d’apreés la relation prouvée en Q 4c, F,(0) = 1 = F,(1)F,(—1), donc yo = F,(—1) :

=1 Xn-1)m 1)1
y0:1—|—§:a.(—1).(n—1)"1"—1—a—§:T —1+lnc—|—§: T(hm)n
n=1 n=2



