
Démonstration de la linéarité de l'espérance

Soit X,Y deux variables aléatoires réelles discrètes sur un espace probabilisé (Ω,T , P).
Si X et Y ont une espérance �nie, alors X + Y en a une aussi et E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).

Démonstration. On note L = X(Ω) et M = Y (Ω), qui sont par hypothèse des ensembles au plus dénom-

brables. La variable aléatoire X + Y est à valeurs dans S = L+M = {ℓ+m
/
(ℓ,m) ∈ L×M}, qui est un

ensemble lui aussi au plus dénombrable.

On pose A =
∑
s∈S

|s|P(X + Y = s).

Or la famille ({X = ℓ})ℓ∈L est un système complet d'événements, donc d'après la formule des probabilités

totales :

∀s ∈ L+M P(X + Y = s) =
∑
ℓ∈L

P({X = ℓ} ∩ {X + Y = s})

Or {X = ℓ} ∩ {X + Y = s} = {X = ℓ} ∩ {Y = s− ℓ}, donc il vient

A =
∑

s∈L+M

(
|s|
∑
ℓ∈L

P({X = ℓ} ∩ {X + Y = s})

)
=

∑
ℓ∈L

s∈L+M

|s|P({X = ℓ} ∩ {Y = s− ℓ})

Pour tout s ∈ L+M et ℓ ∈ L,
� soit il s'écrit s = ℓ+ b où b ∈ M , et dans ce cas P({X = ℓ} ∩ {Y = s− ℓ}) = P({X = ℓ} ∩ {Y = b})
� soit il ne s'écrit pas sous cette forme, donc s− ℓ ̸∈ M donc P({X = ℓ} ∩ {Y = s− ℓ}) = 0
Donc on peut écrire par changement de variables m = s− ℓ

A =
∑
ℓ∈L
m∈M

|ℓ+m|P({X = ℓ} ∩ {Y = m})

la première expression ayant les mêmes termes que la seconde, avec éventuellement des termes nuls supplé-

mentaires.

Donc

A ⩽
∑
ℓ∈L
m∈M

(|ℓ|+ |m|)P({X = ℓ} ∩ {Y = m})

=
∑
ℓ∈L

∑
m∈M

|ℓ|P({X = ℓ} ∩ {Y = m}) +
∑
m∈M

∑
ℓ∈L

|m|P({X = ℓ} ∩ {Y = m})

=
∑
ℓ∈L

(
|ℓ|
∑
m∈M

P({X = ℓ} ∩ {Y = m})

)
+
∑
m∈M

(
|m|

∑
ℓ∈L

P({X = ℓ} ∩ {Y = m})

)
=
∑
ℓ∈L

(|ℓ|P({X = ℓ})) +
∑
m∈M

(|m|P({Y = m}))

d'après la formule des probabilités totales car les familles ({X = ℓ})ℓ∈L et ({Y = m})m∈M sont des s.c.e.

Donc on obtient par sommabilité des familles (ℓP({X = ℓ}))ℓ∈L et (mP({Y = m}))m∈M :

A < +∞

Ceci prouve que la sommabilité de la famille (sP(X + Y = s))s∈S , i.e. la variable aléatoire X + Y possède

une espérance �nie.

Maintenant qu'on a prouvé la sommabilité, on peut tout refaire sans les valeurs absolues et on a alors

E(X + Y ) =
∑
s∈S

sP(X + Y = s) = . . .

=
∑
ℓ∈L
m∈M

(ℓ+m)P({X = ℓ} ∩ {Y = m}) = . . .

=
∑
ℓ∈L

(ℓP({X = ℓ})) +
∑
m∈M

(mP({Y = m})) = E(X) + E(Y )

•
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En adptant la preuve, on montre de même que pour tout λ ∈ R, si X a une espérance �nie, alors λX en a une

aussi et E(λX) = λE(X).

Démonstration. Si λ = 0, c'est évident. On suppose donc λ ̸= 0.

Avec les mêmes notations, λX prend ses valeurs dans S = λL = {λℓ
/

ℓ ∈ L}, qui est aussi au plus

dénombrable.

On remarque que pour tout ℓ ∈ L, {λX = λℓ} = {X = ℓ}.
Donc A =

∑
s∈S

|s|P(λX = s) =
∑
ℓ∈L

|λℓ|P(λX = λℓ), car t 7→ λt est une bijection de L dans S,

donc A = |λ|
∑
ℓ∈L

|ℓ|P(X = ℓ) < +∞.

La famille (sP(λX = s))s∈S est donc sommable, i.e. λX possède une espérance �nie.

On peut donc reprendre les calculs précédents sans valeurs absolues, on obtient bien E(λX) = λE(X). •
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