Mp2i Devoir non surveillé 8

Probléeme 1 - Moyennes prévisionnelles

On note FE 'ensemble des suites réelles u définies sur N* qui vérifient la propriété suivante :

2n
1
Vne N u,=— U
n n Z k
k=n+1

Autrement dit, une suite est dans E quand le terme de rang n est la moyenne des n termes qui le suivent : on
peut donc dire que le terme u,, permet de prévoir la moyenne des n suivants.

Question 1)

a) Montrez que les suites constantes sont éléments de E.

b) Montrez que pour tout (u,v) € E?, u+v € E et pour tout A\ € R, Au € E (note : on dit que E est un
R-espace vectoriel, notion que nous étudierons plus tard).

2n
Question 2) Soit p € N*. Pour n € N*, on pose S, = Z kP,
k=n+1
k
a) Montrez que pour tout k € N*, (k — 1)P < / xPdx < KP.
k—1

b) Déduisez-en une constante K, (dépendant de p) telle que pour tout n € N*, Kpan <SS, < (2P-1)nP+
Kpnp+1. Montrez alors que S, ~ Kpnp+1 quand n tend vers 4oc0.

3
c¢) Vérifiez que K, > 7

Question 3) On veut montrer qu’il n’existe aucune suite de E de la forme (P(n)) ot P est un polynome de
degré p > 1. On procéde par 'absurde et on suppose donc qu’il existe un tel polynéme P de terme dominant
a X? ot a > 0 (en effet, quitte a remplacer P par —P, on peut supposer que a > 0).

a) Donnez un équivalent quand k tend vers +oo de P(k).

3
Déduisez-en qu'’il existe N € N tel que pour tout & > N, P(k) > Zak‘p.
3
b) Montrez alors que pour tout n > N, nP(n) > ZaSn.

3
¢) Montrez alors que 1 > ZKP et concluez.

Question 4) Un lemme fondamental.

Soit u € E, ¢ € R et N € N tels que pour tout k € [N + 1,2N], ur < c¢. Montrez que pour tout k € [1,2N],
U < C.

Justifiez rapidement que le résultat précédent est encore vrai si on remplace < par >.

Question 5) Montrez que si u € F et u est stationnaire (rappel : « stationnaire » signifie « constante a partir
d’un certain rang »), alors u est constante.

Question 6) Montrez que si u € E et u est monotone, alors u est constante.
Question 7) Montrez que si u € E et u converge, alors u est constante.

Question 8) Etant donnés les résultats précédents, on peut se demander s’il existe des suites dans E non
constantes. Répondez a cette question.

Remarque : on peut aussi montrer, mais c’est plus dur, que si une suite de F est minorée ou majorée, alors elle est
constante. Donc s’il existe des suites non constantes dans F, elles ont un comportement oscillatoire d’amplitude
croissante vers U'infini, donc difficilement prévisible. . .



Probleme 2 - Etude d’une suite

1
Soit u la suite définie de la facon suivante : ug > 0 et pour tout n € N, uy11 = Ju, + e
n

Question 1) Montrez que pour tout n € N*, u,, existe et u, > 1.
Question 2) Montrez que si u converge, alors sa limite est 1.

Question 3) On suppose dans cette question que u est strictement croissante.

a) Montrez que u diverge vers +00.

) Up+1
b) Montrez que la suite ( nt ) converge vers 0.
Un,
c) Déduisez-en que la suite u est décroissante & partir d’un certain rang.

d) Concluez : est-il possible que u soit strictement croissante ?
Question 4)
a) Ecrivez la définition formalisée de « u est une suite strictement croissante », puis celle de sa négation.

b) Justifiez I'existence d’un rang k tel que ug11 < ug. Montrez alors que u est décroissante a partir du rang
k.

c¢) Concluez 'exercice : que dire de la suite u?



Devoir non surveillé 8 - Corrigé

Probléme 1

Question 1)

2n 2n
1 1 1
a) Siu est la suite constante égale a \, alors pour tout n € N*, — Z Up = — Z A= —XnA= = u,.
n n n
k=n+1 k=n+1
Doncu € F.
b) Soit (u,v) € E2. Alors pour tout n € N*,
1 2n 1 2n 1 2n 1 2n
(U~ v)p = up + vy - Z uk—|—n Z ve = Z(Uk‘FUk) - Z(U+U)k onc u+uv €
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
2n 2n
. . 1 1
Soit w € E, A € R. Alors pour tout n € N*, (Au), = Au, = A— up = — Z Aug) =
" k=n+1 n k=n+1
1 2n
- Z (Au)g. Donc Au € E.
n k=n+1

Question 2)

a) Pour tout k € N*, pour tout x € [k — 1, k], on a 'encadrement (k — 1) < 2P < kP, donc on peut intégrer

cette inégalité valable sur tout Uintervalle [k — 1, k] :

k k k k
/ (k—1)Pdx < / 2Pdx < kPdz, ce qui donne (k —1)P < / xzPdx < kP.
k—1 k—1 k—1 k—1
b) Pour n € N*, on additionne les inégalités précédentes pour k variant de n+ 1 a 2n :
2n 2n k 2n
k-1 > / oPde < YK
k=n+1 k=n+1"Fk-1 k=n+1
2n k 2n
ce qui donne : S, + n¥ — (2n)P < Z / zPdz = / zPdx < S5,
k=n+1 k—1 n

2 +172n +1 _ ptl +1 _
Or / najpdx = [xp ] = (2n)” n” — 2P 1np+1.
n p+1], p+1 p+1

2P+1 -1

p+1

op+1 _ 1 1 1

ou encore en posant K, = T Kt < S, < KpnPt™ + (2P — 1)nP.
p

Donc S, +nP(1 —2P) < nPtl < S,

S 2P —11 2P —11
WZ)H < K, o On note que 1 + K, Etend vers 1

tend vers 1 donc S, ~ Kpnpﬂ.

On divise par Kpnp+1, on obtient 1 <

quand n tend vers 400, donc d’aprés le th. d’encadrement, on a ————
Kpnp+1

ort+l _q

¢) On veut montrer que 1 > o0 Ce qui revient 3 2(2°PT1 — 1) > 3(p+ 1) ou 2772 > 3p + 5.
p

Soit Z(p) la proposition précédente.

Pour p =1, on a 272 =8 = 3p + 5 donc Z(1) est vraie.

Si Z(p) est vraie, alors 272 > 3p + 5, donc 2P73 > 2(3p +5) = 6p+ 10 > 3p+ 8 = 3(p + 1) + 5, donc
Z(p+ 1) est vraie.

D’apres le principe de récurrence, pour tout p € N*, Z(p) est vraie.

Question 3)

Pk
a) On sait que P(k) ~ a kP quand k tend vers +oo (voir cours). Donc par définition, le rapport (/-cp) tend
a

vers 1 quand k tend vers 400, donc & partir d’'un certain rang, ce rapport est au moins égal & — :

3
il existe N € N tel que pour tout k > N, P(k) > iakp.



3
b) Soit n > N. Alors pour tout k € [n+ 1,2n], on a k > N, donc P(k) > Zak”.

2n 2n
On additionne ces n inégalités : Z P(k) > 2 Z KP.
k=n+1 k=n+1
2n 3
Or la suite (P(n)) appartient a E donc nP(n) = Z P(k) > ZaSn.
k=n-+1

¢) Quand n tend vers +oo, nP(n) ~ anP™ et S, ~ Kpnp“, donc en divisant I'inégalité précédente par

nP(n 3 S 3
a anp(+1) > anil puis on passe a la limite (qui existent), donc 1 > ZKp.

anP™!, on

3 3 9
Or on a montré que K, > 3 donc 1 > 1 X 353 : contradiction.
Donc il n’existe aucune suite de E de la forme (P(n)).
Question 4) On fait une récurrence descendante forte. Soit (k) la proposition « u; < ¢ ».

On sait que (N +1),...,Z(2N) sont vraies.

2(k—1) 2(k—1)
1 1 1
Si2< k< Net Z(k),...,(2N) sont vraies, alors ug_1 = o1 Zk uj < =1 - k €=1—3 X (k—1)c=
j= j=
¢, donc P(k — 1) est vraie.
D’apres le principe de récurrence forte, on en déduit que £ (1),..., 2(2N) sont vraies.

Si on retourne les inégalités, le résultat est encore vrai (méme preuve). Et donc dans le cas d'une égalité, on
obtient encore la méme chose.

Question 5) Si u est stationnaire, alors a partir d'un certain rang N, tous les termes sont égaux a une constante
A, donc en particulier tous ceux d’indices compris entre N +1 et 2N. D’apreés le lemme précédent, tous les termes
précédents sont encore égaux a A, donc finalement ils sont tous égaux & A, donc la suite est constante.

Question 6) Soit u € F, u croissante.

Soit N > 2. Pour tout n > N, on a u, > uy donc en particulier pour tout k& € [N + 1,2N], ur > un, donc
d’aprés le lemme, on en déduit que pour tout k € [1,2N], ux > un. En particulier, uy_1 > uy.

Or uy > uny_1 car u est croissante. Donc uy = un_1.

On a donc montré : VN > 2 uy = uy-_1, ce qui signifie que u est constante.

Question 7) Soit u une suite de E qui converge vers /.
Soit € > 0. Il existe N € N* tel que pour tout k > N, —e < up <l +e.

En particulier pour tout k € [N + 1,2N], { — e < ux < ¢ + ¢, donc d’aprés le lemme, pour tout k € [1,2N],
l—e<u,<l+e.

On a donc montré que pour tout k& € N*, que k soit plus grand que N ou plus petit, on a toujours —e < uy < l+e.
Résumons : Ve >0 VEeN* (—e<u, <l +e.

On fait tendre e vers 0, on a alors Vk € N* £ < ug < /. La suite u est donc constante égale a £.
Question 8) Soit u; = 0.

Pour avoir u € F, il faut que

= %’UQ =uy=0;up = %(u;z, +uy) donc ug+wug = 0 : on choisit ug = —1 et ug = 1; puis uz = %(U4+U5+u6)
donc us + ug = 3ug — ug = —4 : on a deux paramétres dont on fait ce qu’on veut us et ug du moment que
us + ug = —4, on choisit par exemple us = —1 et donc ug = —3; puis ug = i('llﬁ + ug + uy + ug) : us + ug est
fixé mais il reste deux paramétres dont on fait ce qu’on veut, du moment que w7 + ug = 4uqg — us — ug, on choisit
par exemple u7 = —1 et ug comme il faut pour que ¢a marche. ..

Par récurrence, si on connait les termes ug, . .., uzp, alors uy4o = (Unt3 + - .+ Uzp + Uzpt1 + Uopt2) - il

n—+2
reste deux parameétres ug, 1 et ug,t2 dont on fait ce qu’on veut, du moment que ug, 41+ uzpt2 = (N +2)Upt2 —

Up43 — ... — Uy, On choisit par exemple ugy+1 = —1 et ugp o comme il faut.



Conclusion : on peut construire une suite v de F non constante en choisissant les termes ugg1 = —1 et uggyo
comme il faut. ..

Probléme 2

Question 1) Par récurrence : soit #?(n) la proposition « u, existe et u, > 1 ».

up = 0 donc \/ug existe, donc u; existe et up = \/up+1>1: F(1) est vraie.
1
n+1

Si Z(n) est vraie, alors en particulier u, > 0 donc \/u,, existe donc u,+1 existe. De plus, w41 = /un + >
Vun =1 car uy, > 1. Donc Z(n + 1) est vraie.

D’apres le principe de récurrence, pour tout n > 1, & (n) est vraie.

Question 2) Si u converge vers £, alors d’une part, (u,41), suite extraite de u, converge aussi vers £. D’autre
part, la suite u étant positive, sa limite I'est aussi, donc d’aprés le th. de composition des limites, la suite (y/uy)
converge vers \/E, donc d’apreés les th. d’opérations sur les limites, (un41) converge aussi vers V.

Par unicité de la limite, on en déduit que £ = V¢ donc ¢ = 0 ou £ = 1. Or la suite v est minorée par 1 & partir
du rang 1, donc £ = 1.

Question 3)

| W

1
a) On a montré que u; > 1, donc ug = /u; + 3 > —. Comme u est croissante, elle est donc minorée par 3
a partir du rang 2.

La suite u est strictement croissante donc elle converge ou diverge vers +oo d’aprés le th. de la limite
monotone. Si elle converge, alors sa limite est 1 d’apreés la question précédente. Or & partir du rang 2, u

est minorée par 3" contradiction.

Donc u diverge vers +o0.

U 1 1 U
b) ntl _ + . il est alors évident que ntl

Up, Vin  (n+1Duy, Up,
limites et le fait que u diverge vers +oo.

tend vers 0 d’apres les th. d’opérations sur les

Un+1

u
c) La suite < il < 1, autrement dit la suite

n
u est strictement décroissante a partir d’un certain rang.

) converge vers 0, donc & partir d’un certain rang, on a
n

d) On a donc montré que si u est strictement croissante, alors elle est strictement décroissante & partir d'un
certain rang : contradiction.

Il est donc impossible que u soit strictement croissante.
Question 4)
a) « u est une suite strictement croissante » signifie : Vn € N uy, < tp41-

Sa négation est donc : In € N upy1 < up.

On sait d’aprés la question précédente que u n’est pas strictement croissante, donc en écrivant la négation
de «Vn € N wuy, < unp41 », on obtient qu’il existe un rang k tel que ugq < u.

b) Par récurrence, on pose Z(n) la proposition « up+1 < Uy ».
P (k) est vraie.

Si Z(n) est vraie, alors U, 1 < Up, donc Jup+1 < /Uy ; de plus,

les deux inégalités on obtient up19 < upy1 @ P(n+ 1) est vraie.

1

, donc en additionnant
n+2 n+1

D’apres le principe de récurrence, pour tout n > k, &(n) est vraie.

La suite w est donc décroissante & partir d’un certain rang.

c) La suite u est décroissante a partir d’'un certain rang et minorée par 1 a partir du rang 1, donc d’aprés
le th. de la limite monotone, u converge. Et d’aprés la question 2, elle converge vers 1.



