Mines-Ponts MP Un corrigé de Mathématiques 2 2017

A. Préliminaires sur les matrices symétriques

1. = : On suppose que Sp(S) C R%.
On munit M,, 1 (R) de son produit scalaire usuel : (X,Y) — (X | Y) = XY et on note || - || la norme
euclidienne associée.
Selon le théoréme spectral, S est diagonalisable dans M., (R) et ses sous espace propres sont deux a deux
orthogonaux

1L
On note Ay, ..., A\, les valeurs propres de A (éléments de R* ) et on a @ Ey, (S) = M5 1(R)

1<ir

,

Soit X € M, 1(R) non nul. On peut écrire X = ZXi ou les X; € Ey,(S) sont non tous nuls
i=1

On a a donc

XTSX = (X | SX) ZX | ZSX = ZX | Z/\ X)) =YY N X)) = Y M2 > 0
i=1j=1 i=1
< : On suppose S € §;F*(R) ainsi VX € M,,1(R) \ {0}, XTSX >0
Soit A une valeur propre de S. On considére X un vecteur colonne propre de S associé a A.
On a XTSX = XT(AX) = AXTX = )\[|X||?
ainsi A[|X]|? > 0 or ||X||? > 0 car X # 0 donc A > 0
Conclusion : On a montré
S € ST (R) si et seulement si VX € M, 1(R) \ {0}, X"SX >0

2. Soit S € ST (R).
Je note \q,..., \, € ]Rjrr les valeur propres de S comptées avec multiplicité
Le théoréme spectral, nous fournit Q € O, (R) tel que Ay = Qdiag(A1, ..., \,)Q2
En prenant R = QTdiag(v/ A1, ..., vV An)Q
on a R? = QTdiag(v/ A1, - - ., V) QQTdiag (v A1, . . ., V) = QTdiag(vV A1, - - ., VAR)?Q = B car QOT =1,
Ainsi | pour tout S € ST (R), il existe R € GL,,(R) tel que S =R'R
Réciproquement soit R € GL,(R). Posons S = R'R.
On a ST =RT(RT)" = R'R = S donc R'R € S,,(R)
Soit X € My, 1(R) non nul.
On a X’SX = (RX)"RX = ||RX||
or R € GL,(R) et X # 0, d’ot RX est non nul et ainsi |RX]| > 0
On a montré que pour tout R € GL,(R), R'R € S (R)

3. Soit S et T € ST (R). Soit A € [0,1].
Ona S+ (1 —MN)T € S,(R) car S,,(R) est un sous espace vectoriel.
De plus Soit X € M, 1(R) \ {0}.
OnaXT(AS+ (1 -M)T)X = AXTSX + (1 — M)XT'TX > 0 par somme et produit.
Si A0, alors XT(AS+ (1 = A\)T)X > AXTSX > 0
et si A =0, alors XT(AS + (1 = A\)T)X =X"TX >0

Ainsi | ensemble ST (R) est convexe
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B. Autres préliminaires

n+1
4. |En prenant ® : (A1,..., A\ps1,01,. .., app1) € RV X EnFL Z Nia; € B, on a Conv(K) = ®(H x K1)
i=1

On remarque que ® est continue par théorémes généraux. De méme les applications notées : ¢; : (A1,..., A\pt1) €
n+1

R N\ pouri € [I,n+1] et S: (Aq,..., Apg1) € R Zx\k sont continues car linéaires.
k=1

n+1
Or H = (ﬂ ;' (RT) ) (s~'d1y
=1

donc H est un fermé de R™*! par intersection et car une image réciproque par une application continue d’un
fermé est un fermé de I’ensemble de départ.

De plus H est borné car H C [0,1]"+!
Ainsi H est une partie compacte car fermée-bornée en dimension finie
Par produit de compacts, H x K®*! est un compact.

Par image d’une partie compacte par une application continue ’COHV(K) est un sous-ensemble compact de E

5. Utilisons 'indication en se donnant (ey, ..., ey) base orthonormée de E.
Si n =1, alors g est une homothétie de rapport noté A et on a Vo € E, ||g(x)|| = |\ |||
Sin > 1. Soit alors ¢ € {2,...,n}.
On a (e; +ejle1 —e;) =1 —04+0—1 =0 (diagonales du losange)
donc 0 = (gles + e5)lgler — ) = (g(er) + glen)lgler) — glea)) = lglen)I — lgtes)
donc en notant k = ||g(e1)|], on a k > 0 et Vi € {1,2,...,n}, (g(e;)|g(e;)) = k2
et aussi pour tout i # j € {1,2,...,n}, (g(e;)|g(ej)) =0 car (e;]e;) =0

n
Soit & = Z z;e; € E ou les x; sont réels.

i=1
On a [[g(x)||* = (Z zig(ei) szg e; ) = > wwj(g(elgle;))
1<i,5<n

donc [lg(a)||* = ZxW = k||

On a montré que ’11 existe un nombre réel positif k tel que pour tout = € E, ||g(x)| = k||=|| ‘

Si k=0 alors g est la composée de 'homothétie de rapport 0 et 'identité.
Sik#0,alors g est la composée de I’homothétie de rapport k et de %g
or % g€ L(E) et ¢ g conserve la norme donc il s aglt d’un endomorphisme orthogonal.

Dans tous les cas, un endomorphisme orthogonal‘

6. D’apres le cours, on sait que O, (R) est un sous-groupe du groupe linéaire (GL,(R), x).
Pour la compacité, il suffit d’établir le caractére fermé-borné car M, (R) est un espace vectoriel de dimension
finie.

Soit A € O,(R). On a ATA =1, donc [|Al]2 = \/(A[A) = y/n ot || - ||z désigne la norme euclidienne.
Ainsi O, (R) est une partie bornée de M, (R).

L’application ¢ : A € M, (R) — ATA est continue car polynomiale en les coefficients de I’argument.
Donc O, (R) = ¢~ ({I,}) est une partie fermée de M., (R).

d’ott ’le groupe orthogonal O, (R) est un sous-groupe compact du groupe linéaire GL,(R) ‘
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C. Quelques propriétés de la compacité

7. Par ’absurde, on suppose qu’il existe une suite extraite (:(:@(n)) convergente.
Ainsi la suite (azw(nﬂ) — xw(n)) converge vers 0
ceci nous fournit N € N tel que pour tout p > N, on ait [[z,p41) — Tpp)ll =€
Absurde
Ainsi ’cette suite n’admet aucune suite extraite convergente‘

8. Par ’absurde, on suppose que la propriété & démontrer est fausse,

P

ceci nous fournit € > 0, tel que pour tout p € N* et z1,..., 2, éléments de E on ait K ¢ U B(z;,¢)
i=1

On va construire par récurrence :

une suite (xg)r>1 a valeurs dans K telle que pour tout entier naturel n # p, on ait ||z, — x| > ¢

Par hypothése, on a K ¢ B(ai,¢) pour tout a; € E, ce qui nous fournit z; € K\ B(ay,¢)

Soit k € N*,

On suppose construits z1, ...,z € K tel que pour tout entier naturel n # p € [1, k], on ait ||z, — x| > ¢

p
On a alors K\ U B(zi,e) #0
i=1
ce qui nous fournit x4 € K tel que pour tout entiers naturels n # p € [1,k + 1], on ait ||z, — x| > €
La suite ainsi construite (xy)g>1 vérifie pour tout entiers naturels n # p, on a ||z, — x| > €
D’aprés 7, cette suite n’admet pas de valeur d’adhérence

Or il s’agit d’une suite & valeurs dans le compact K, ce qui est absurde

P
Ainsi | pour tout réel € > 0, il existe un entier p > 0 et 1,..., 2, éléments de E tels que K C U B(z;,¢)
i=1

9. Par I’absurde, on suppose que pour tout réel a > 0, il existe x € K, tel que pour tout i € I, on ait B(z, ) ¢ €.
Ainsi pour n € N*| ceci nous fournit x,, € K tel que pour tout ¢ € I, on ait B(x,, 1/n) ¢ Q;.
La suite (xj) & valeurs dans le compact K admet une extractrice qui (z,,) qui converge vers une valeur
d’adhérence ¢ € K.
Comme K C U €2;, ceci nous fournit j € I tel que £ € ;.
i€l
Comme ; est un ouvert, ceci nous fournit » > 0 tel que B(¢,7) C Q.

Comme (z,,) converge vers ¢, ceci nous fournit Ny € N tel que Vn > Ny, ||z, — || < /3

1
Comme () converge vers 0, ceci nous fournit No € N tel que Vn > No, soi <r/3
9071 n

On pose p = Max (¢n,, ¢N,)
et comme 2r/3 < r, on a d’aprés 'inégalité triangulaire : B <a:p, %) C B4, 1)

ce qui absurde par construction de de la suite (x,). Ainsi

’il existe un réel noté a > 0 tel que pour tout x € K, il existe ¢ € I tel que B(x, «) soit contenue dans l'ouvert €;

Lors de la question précédente, on pouvait obtenir de facon analogue I’existence d’un entier p > 0 et x1,..., )

P
éléements de K (preuve identique que pour E) tels que K C U B(zj,¢)
j=1
Pour j € [1,p], ce qui est fait au dessus nous fournit i; € I tel que B(xz;,a) C €,

p
d’oi | Pexistence d'une sous-famille finie (£2;,,...,€;, ) de la famille (£2;);c1 telle que K C U Q,
k=1
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10. Je note pour i € I, O; = E\ F; qui est un ouvert de E par complémentaire et on a K C U 0O;

i€l
P
La question précédente nous fournit une sous famille finie (O;,,...,0;,) telle que K C ﬂ (O
k=1
p
On a donc KN <ﬂ F1k> =
k=1

P
Comme pour tout 7 € I, on a F; C K : | la sous famille finie (F;,,...,F; ) vérifie ﬂ F,, =0
k=1

D. Théoréme du point fixe de Markov-Kakutani

(i) Ng(z) existe dans R" (aspect bien défini et positivité)
(i) Ng(r+y) < Ng(x) + Na(y) (inégalité triangulaire )
(7it1) Ng(Az) = |A| - Ng(x) (homgénéité)

11. Soit =,y € E et A € R. Montrons : .
(iv) Ng(x) =0= 2 =0 (caractére défini )

Pour (i) : L’application u € L(E) — u(x) € E est linéaire et dim (L(E)) < 400 donc elle est continue.
Ainsi cette application est bornée sur le compact G
donc {|lu(z)|| /u € G} est une partie non vide et majorée de R™
d’ou Iexistence dans Rt de Ng(z) = sug llu(x)]|-
ue

Pour (ii) : Soit w € G. Ona: Ju(z + )| = [u(z) +u@)| < @)+ [u()]-
done [[u(z + )| < Na(z) + Na(y)
Comme c’est vrai pour tout u € G, on a bien Ng(z +y) < Ng(z) + Na(y)
Pour (iii) : Si A =0, on a I’égalité car Ng(Az) =0 = |A| - Ng(x)
On suppose A # 0.
Soit u € G. On a ||[u(Az)|| = |A| - JJu(x)] < |A] - Ng(x)
Comme c’est vrai pour tout u de G, on obtient : Ng(Az) < |\ - Ng(z)
On applique cette inégalité au scalaire 1/\ et au vecteur Az : Ng(z) < |1/A] - Ng(Az)
donc Ng(Azx) > |\ - Ng(x)
D’ou I'égalité.
Pour (iv) : On suppose Ng(z) = 0.
Donc Vu € G, ||u(z)|| = 0 en particulier pour u = Idg car G sous groupe de GL(E).
donc z =0

On a montré que ’NG est bien définie et que c’est une norme sur E‘

12. e Soitue GetzeE.
L’application v — vowu est une bijection du groupe G dans lui-méme de bijection réciproque v — vou™

1

donc N (u(z)) = sup ||[v o u(x)|| = sup ||lw(z)| = Ng(x).

veG weG

Ainsi ’pour tous u € G et x € E, Ng(u(z)) = Ng(x) ‘

e Soit x,y € E tel que x est non nul.
< : On suppose qu’il existe A € RT tel que \z = 3.
Pour tout u € G, on a |Ju(z+y)||=(1+A) - |lu(z)]| car 1+ A >0
En faisant comme pour ’homogénéité, on obtient : Ng(z +y) = (1 + A)Ng(z)
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13.

14.

15.

donc Ng(x 4+ y) = Ng(x) + Ng(y) car A > 0 et Ng est une norme
= : On suppose que Ng(z +y) = Ng(x) + Ng(y).

Le théoréme des bornes atteintes avec l'application continue définie sur le compact G : u — ||u(z)|| nous

fournit v € G tel que Ng(z +y) = ||Jv(z + v)||

On note ' = v(z) et y' = v(y) de sorte que : Na(z +y) = ||z’ + /||

et avec ce qui préceéde, on a Ng(z) + Ng(y) = N (') + N (v)

donc ||z’ +y/|| = Na(z') + Na(y)

Ainsi Ng(2') + Ng(y') < [|2|| + ||| en utilisant I'inégalité triangulaire pour || - ||
or Na (i) > |l2/]] et Na(y') > |/ car s € G

done | + /|| = Na(@') + Na(y') = /] + I¥/|

En élevant au carré on trouve aprés simplification : 2(z' | y') = 2||2/|| x ||| (*)
donc (2/,y') lie d’apres le cas d’égalité de 'inégalité de Cauchy-Schwarz
comme ' # 0 car v € GL(E), ceci nous fournit A € R tel que Az’ =y (**)

En injectant dans (*) : 2X - ||2/]|? = 2|A| - ||2/]|?

d’ou A € RT car ||2/|| > 0.

En appliquant v~ a (**), on a : Az = y. On bien :

pour tous z,y € E avec x non nul, Ng(z +y) = Ng(x) + Ng(y) si et seulement si Az =y ot A € RT

Soit x € K.

Comme K est stable par u, on montre par récurrence sur i que u‘(x) € K pour tout i € N.
Ainsi z,, est le barycentre du systéme pondéré ((UZ(Z‘), 1))()<l.<n_1 a coeflicients positifs,
comme K est convexe, on a x, € K.

Ainsi comme K est compact :

’1& suite (zp)nen+ est & valeurs dans K et admet une suite extraite convergente vers un élément a de K

Soit n € N*. On a [Ju(z,) — zn|| = [u(z) — ||
(K
donc | ||u(zy) — x| < oK) car z et u"(z) € K
n
Notons ¢ une extractrice telle que ($¢(”))neN* converge vers a
oK 6K
donc pour tout n € N*, on a : [[u(zy,(n)) — Ty || < go((n; et de plus 90((71; T 0

Comme "application y — u(y) — y est continue (linéaire en dimension finie),

alors (u(p(n)) — Ty(n)) converge vers u(a) —a = 0, ainsi |I'élément a de K est un point fixe de u

Soit x € K. u(w) est le barycentre ((u;(z),1)),;, de points de K affectés de coefficients positifs

donc u(z) € K car K convexe ainsi ’K est stable par u ‘ Comme u € L(E), par combinaison linéaire,

on peut appliquer 13, pour en déduire : ’ lexistence de a € K tel que u(a) = a‘

Comme u(a) = a, on a Ng (i Z%(@) = Ng¢ (u(a)) = Ng(a)
i=1

et d’apres le premier point de 12, on a Ng(u;(a)) = Ng(a) pour tout 1 <i < r

d’ot %ZNg(ui(a)) = ;Ng(a). On a bien |Ng (i Zm(@) = %ZNG(W(@))
i=1 i=1 i=1

T T
Ainsi par homogénéité : Ng (Z ui(a)> = Z Ng(ui(a)) car r >0
i=1 i=1

5/8



Mines-Ponts MP Un corrigé de Mathématiques 2 2017

16.

17.

18.

Soit j € {1,...,r}. Avec ce qui précéde et en utilisant I'inégalité triangulaire pour Ng, on a :

N [ ujla) + > wila) | < Na(uj(a) +No | D uila) | <D Ne (wila) = Na [ wi(a) + > wila)
=1 =1 =1 =1
i#] i#] i#j

donc on a bien [Ng | uj(a) + Z ui(a) | = Ng(uj(a)) + Ng Z u;(a)

i=1 i=1
i#£] i#£]

Soit j € {1,...,7}.
On suppose dans un premier temps que u;(a) est un vecteur non nul de E.
En appliquant le deuxiéme point de 12, & la question précédente,

,
on obtient I'existence de A\; > 0 tel que Z ui(a) = Aju;(a)
=1
i
donc ru(z) = A\juj(a) + uj(a) ce qui permet de conclure dans ce cas car 7 > 0
Dans un deuxiéme temps, si uj(a) est le vecteur nul de E alors a = 0 car u; € GL(E)

Aj+1 o
et en prenant A\; = 1 on a u(a) = 0 et ~~——wu;(a) = 0 car u et u; linéaires
: e , , A+l
pour tout j € {1,...,r}, on a l'existence d’un nombre réel A\; > 0 tel que u(a) = uj(a) |dans tous les cas.
T
On suppose par I'absurde qu’il existe i € {1,...,r} tel que a ne soit pas un point fixe de 'endomorphisme w;.

A+ 1

Ona:a=u(a)= u;(a) donc u;(a) = pa ot p = >0carr>0et \; >0

On a donc p # 1 et a # 0.

)\i+1

Premier cas : si p > 1, alors pour tout k € N, uf(a) = pka

Comme K est stable par u; alors la suite (u¥(a))g est & valeurs dans K (récurrence immeédiate)
Comme K est bornée car compact, alors cette suite est bornée. Or |[u¥(a)| = p* - ||a]| o +o0
—+o00

Absurde.
1

Deuxiéme cas : si g < 1, alors on a ui_l(a) = ya ou % > 1 et K est stable par 'automorphisme ui_1

1

En faisant comme dans le cas précédent avec u; *, on arrive & une absurdité de facon analogue.

Ainsi ’ a est un point fixe de tous les endomorphismes u; ot i € {1,... ,r}‘

On note pour u € G, F, = {a € K/ u(a) = a}.
Comme pour u € G, u — Idg est continue (linéaire en dimension finie),
alors F, = (u — Idg) " ({0}) est un fermé de K (image réciproque de fermé par une application continue)
Comme K est un fermé de E (car compact de E) et F,, C K, alors F,, est un fermé de E
Remarque : on aurait pu aussi remarquer que F,, = KN {a € E /u(a) = a}
On suppose par I'absurde que : ﬂ F, =0,
ucG

P
la question 10, nous fournit p € N* et uq,...,u, € G tels que m F,, =0
i=1
Ceci est contradictoire avec la question précédente ainsi ﬂ F. # 0.
ueG

Ce qui nous fournit a € ﬂ F, Ainsi ’il existe bien a € K tel que pour tout u € G, u(a) = a‘
ueG
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E. Sous-groupes compacts de GL,(R)

(@) pa: Mu(R) — M,(R)
19. Soit A € G. Montrons : ¢ (b) pa linéaire
(¢) pa bijective
Pour (a) C’est évident
Pour (b) On vérifie par calcul dans l'algebre M,,(R) que :
VM, N € M, (R),VA € R, pa(AM + N) = Apa(M) + pa(N)

Pour (c¢) Soit B,C € G.
Par calcul dans Palgébre M, (R), on a vérifie facilement que pg o pc = pcp car BTCT = (CB)"
On a également pr, = Id, ®) et existence A~! car G C GL,(R).
donc pa o pa-1 = Id g, (r) €t pa-1 0 pa = Id g, (w)
Ce qui prouve que pa est bijective
On a montré que ’pA € GL(M,(R)) ‘
Montrons maintenant que ’application notée A : A € G — pa € GL(M,;,(R)) est continue.
On se donne B = (e;)1<;<,2 une base de M,,(R).
L’application ¢ qui & f = (f1,--, fn2) € Mn(R)(”Q) associe Papplication ¥ (f) € £ (M, (R)) définie par :

Vi € [1,n°], ¥(f)(e:) = fi

est un isomorphisme d’espace vectoriel donc linéaire entre espaces de mémes dimensions finies (n4).

Ainsi I’application 1 est continue.
L’énoncé donne que & M € G fixé, 'application : A € G — pa(M) € M, (R) est continue.
Donc Papplication noté ¢p : A € G — (pa(er), -+, pa(enz)) € My(R)™) est continue
Ainsi A = 1) o pp est continue par composition.
Comme H = A(G), alors H est un compact en tant qu’image d'un compact par une application continue.
(1) H c GL(M,(R)) (déja vu)
Pour établir que H est sous-groupe de GL(M,(R)), il suffit d’établir que : (i1) H#A0D
(7i7) Les stabilités de H
Pour (i) On a I,, € G car G sous-groupe.
Donc py,, = Idp, (r) € H ainsi H est non-vide
Pour (iii) Soit pa,pp € Hou A,B € G.
On a vu en (c) que (pA)_l 0 PB = PRA-1
Comme G est un sous-groupe alors BA™! € G et donc (pA)_1 opp € H.

On a bien montré que ’H est un sous-groupe compact de GL(M,,(R)) ‘

Remarque :  On aurait pu montrer que pour loi de composition interne 1 définie sur G par : A1LB = BA
que (G, L) est un groupe, que A est un morphisme de groupes de (G, L) dans (GL(M,(R)),0) et que H = Im (A)
et ainsi que H est un sous-groupe de GL(M,,(R))

20. On a G C GL,(R) donc en utilisant la réciproque de 2, on a A C ST+ (R).
L’application notée ® : A € G — pa(I,) = ATA € M,,(R) est continue d’aprés I’énoncé
ainsi A = ®(G) est compact car G est.

d’ou | A est un compact contenu dans St (R)

(1) K = Conv(A) est compact (oui avec 4.)
Il suffit d’établir que : { (i) H C STH(R)
(7it) K stable par les éléments H
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21.

22.

Pour (ii) : D’aprés 3, S (R) est un convexe de M,,(R) qui de plus contient A
Comme K est le plus petit convexe contenant A alors K C S;FH(R).
Remarque : le plus petit convexe contenant une partie est bien défini car My (R) est conveze et que l’in-
tersection d’une famille de converes est convere.

Pour (i7i) : Soit M € K et ppo € Hou A € G. Montrons pa (M) € K.

n2+1
D’aprés ce qui est admis en introduction, on peut écrire M = Z i B;
Z ;24—1
ot (Bi,...,Byzy1) € AL (Ao A ) € R et M= 5" A =1
e =1
Par linéarité de pa : pa(M) = Z Aipa (Bs)
i=1

Pour 1 < i < n?+1, on peut écrire B; = (Ci)TCi ou C; € G, ainsi pa(B;) = AT(Ci)TCiA = (CiA)TCiA
or C;A € G car G est un groupe et donc pa(B;) € A

n2+1
d’ott pa (M) = Z Aipa(B;) € Conv(A) = K.

i=1

On a montré que | K est un sous-ensemble compact de S} (R) qui est stable par tous les éléments de H

Pour pouvoir appliquer le théoréme du point fixe de Markov-Kakutani au convexe compact K de ’espace
euclidien M,,(R) qui est stable par tous élément du sous groupe compact H de GL (M, (R)), il suffit d’établir
que K est non vide. C’est bien la cas car comme I, € G, on a {I,,"I,} € A C K.

Le théoréme nous fournit alors a € K, tel que Vu € H, u(a) = a

ou encore : ’il existe M € K tel que pour tout A € G, pa(M) = M‘

Comme K C ST (R), 2 nous fournit N € GL,(R) tel que M = NTN.

Soit A € G. On a alors ATNTNA = NTN car pa (M) = M.

Alors on a (NAN"1)'NAN-! = (N~1)TATNTNAN-! = (NT) ' NINN~! =1,

On en déduit | existence de N € GL,,(R) tel que pour tout A € G, NAN~! € O, (R)
Considérons I'application ¥y : A € GL,(R) — NAN™! € GL,(R)

On vérifie que ¥ est un morphisme de groupes de (GL,,(R), -) vers lui-méme.

On note G; = Yn(G) qui est donc un sous-groupe de GL,,(R) car G est un sous-groupe de GL,(R)
Comme ¥n(G) C O, (R) alors Gy est un sous groupe de O, (R). On remarque de plus que N est bijectif de
bijection réciproque ¢¥y-1 : A € GL,(R) — N71AN € GL,(R) donc G = 9x-1(G1).

Finalement |il existe un sous-groupe G; de O,(R) tel que G = N"!G;N = {N"!BN/ B € G;}

! est une symétrie car g € L(R") et g> = Idg car op est une symétrie

goopog
On note A la matrice de op dans la base canonique qui est orthonormée dans R™ muni de sa structure euclidienne
usuelle et donc A € O,(R) C K Ainsi goopog~! admet comme matrice dans cette base NAN~! € O, (R) donc

c¢’est un endomorphisme orthogonal de R™ d’oti goop o g~ ! est une symétrie orthogonale. De plus Va € E,

goopog~(z) =z & op (g_l(x)) =g Y (z) & g1 (z) € P < 2 € g(P). On en déduit que|goopo g™t = Ty(p) |

Soit # L y dans E. Si z # 0. Alors y € Q = {2}, hyperplan de E et googog™t = T4(Q)

alors 0(q)(9(x)) = g0 oq(z) = —g(x) donc g(z) € g(Q)* or g(y) € g(Q) donc g(x) L g(y) (vrai pour z = 0)
Ainsi g conserve l'orthogonalité et 5 nous fournit £ > 0 tel que N = k2 on Q € O,(R) car N € GL,,(R)

donc € est tel que QKQ~! C O, (R). 21 nous fournit G; sous groupe de O, (R) tel que K = Q7 1G;Q C 0,(R)

on en déduit | K = O, (R)
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