Correction de I'épreuve X MP A (année 2018)

Frédéric Morlot et Jean Nougayrede

Note : I’énoncé nous invite tacitement a identifier M, 1(R) et R", ce que nous ferons donc.

Préliminaire

n p
1) (AB) =Y ai; x bij.
i=1 j=1
2) Soit ¢ € [1,n].
p 2 p p p
D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, <Z aij X uj> < Zaij X Zu? = ||u||® x Zaij
=1 =1 =1 =1

On somme pour i entre 1 et n : [|Au? < |Jul|* x ||A|%.

Par croissance de la fonction racine et positivité de la norme, on peut conclure : ’ |Aull2 < |AllF X |Jull2 ‘

3) Soit j € [1,q] et ¢; la j-iéme colonne de C'.
D’aprés la question précédente, ||Ac;|3 < ||A]* x ||c;]|3-

q
Notons que Ac; est la j-iéme colonne de AC donc par définition, ||AC||* = Z | Ac;||?
j=1

q
puis [ AC|* < AP x D llesl® = A x [|C]1*.
j=1

Conclusion : | [ AC]|r < Al x |C|r]

Premiére partie

4) e Le rang de A est égal au rang de ses colonnes. Puisque A contient p colonnes, on a k < p.
e Le rang de A est égal au rang de AT. Le point précédent montre donc que k < n.
e Soit A € R*. Puisque A, est inversible, on a rg(A) = rg(A x AI,) = rg(AA).
5) a) e Dgja, on a
ST = (AAT)T = (AT AT = 3.
Donc S est symétrique.
e Soit A une valeur propre de S, et fixons z € R™ un vecteur propre associé. On a

Mzl; = 2" Sz = (7 A)(AT2) = | AT |3,

Comme ||z||3 € R%, on en déduit que A € RY.
e Montrons enfin que Im(S) = Im(A).
— Puisque S = AAT | on a que Im(S) C Im(A), et donc que rg(S) < rg(A).
— Par ailleurs, soit = € Ker(S). Alors 27 AATz = 0, donc ||ATz|3 = 0, donc = € Ker(AT).
Nous en tirons que Ker(S) C Ker(AT), puis par le théoréme du rang, que

rg(S) > rg(A”) =rg(A).

— Par antisymétrie, nous en déduisons que rg(S) = rg(A4), et comme Im(S) C Im(A), alors
Im(S) = Im(A).



b)

Puisque AATu = Su = \u # 0, on a nécessairement A7 # 0, donc v # 0.

Par ailleurs, par définition de v on a

1

Sy = \?/\ATAATU =VAATu = M.
Enfin, on a
ol = £ (A7) (ATw) = Lu” Su = Jull
Comme ces deux nombres sont positifs, on a bien ||v]j2 = ||u2.

Par le théoréme spectral, S est diagonalisable dans une base de R™ orthonormée. Fixons une telle
base (u1,...,u), et notons Aq,..., A, € Ry les valeurs propres associées. Quitte & permuter les u;,
supposons qu’on a

M > >\, > 0.

Par le théoréme du rang, le sous-espace propre de S associé & la valeur propre 0 est de dimension
n — k. Autrement dit, on a

)\12~~2)\k>0:)\k+1:~~~:)\n~

Posons P la matrice de (uq,...,u,) dans la base canonique de R", et définissons U € M,, ,(R)
comme la matrice constituée par les k premiéres colonnes de P. Autrement dit, on peut écrire par

blocs:
P= <U| *)

Puisque PTP = I,,, un produit par blocs montre que
ur utu *> (Ik 0 )
(*)X(U*)_(* x)  \0 I,_./°

En particulier, on a UTU = I, (on aurait aussi pu le voir par le fait que la famille (u,...,uy) est
orthonormale). Par ailleurs, puisque P x diag(Ay,...,\,) x PT = S, un nouveau produit par blocs

montre que
A 0O Ut .
(U>|ﬂ)><(0 0)x<*)_UAU =5.

e Pour montrer que Im(S) = Im(U), on peut adapter le raisonnement de 5.a).
Alternativement, en posant B = U x diag(\/g, cee m), on remarque que S = BBT | et donc
que Im(S) = Im(B) par le méme raisonnement. Or comme la matrice diag(y/A1, ..., /Ax) est
inversible, on a Im(B) = Im(U).

e Ona (UUT)? = UL, U" = UUT, ce qui montre que UUT € M,,(R) est la matrice d’un projecteur
¢ dans la base canonique de R".
De plus, une nouvelle application de 5.a) montre que Im(UUT) = Im(U). Donc ¢ est un pro-
jecteur sur Im(U).
Enfin, UUT étant une matrice symétrique et la base canonique étant une base orthonormale, g

est un projecteur symétrique. Par caractérisation de cours, c’est donc le projecteur orthogonal
sur Im(U) dans R".

Rappelons que U est la matrice de (ug, ..., u) dans la base canonique de R™. Donc V' peut étre inter-
prétée comme la matrice de (ATul/\/ Alyeen, ATuk/\/ Ak >, famille qu’on pourra noter (vy, ..., vg).

1 Aj
T, ___* Tg, _ [N T,
UiV T e uj, Suj, = 3 Wi Yz
71792 J1

Puisque (uq,...,u;) est orthonormale, il en est de méme de (vy,...,v;). Donc VIV = I.

Soit j1,72 € [1,k]* On a

Enfin, d’aprés 5.b), chaque v, est un vecteur propre de S pour la valeur propre );. En appliquant
5.a) a AT et S, on obtient que

1g(5) = rg(A7) = rg(4) = k.



Donc par le théoréme du rang, on a dim(Ker(§ )) = p—k. Comme les sous-espaces propres de S sont
en somme directe orthogonale (car S est symétrique), on peut concaténer (vy,...,vg) avec une base
orthonormale de Ker(S) pour obtenir une base orthonormale de R? notée (v1, ... ,Up). Puis le méme
raisonnement qu’en a) montre que S=VAVT.

Note : si on ne voulait pas réutiliser les questions précédentes, on pouvait aussi rédiger une démons-
tration autonome qui fonctionnait trés bien.

7) Ona USVT =URDTUTA =UUT A.

Or UU7T est la matrice d’un projecteur sur Im(U). Par ailleurs, 6.b) montre que Im(U) = Im(S), et 5.a)
montre que Im(S) = Im(A). Donc UU7T induit I'identité sur Im(A), si bien que UUT A = A.

Deuxiéme partie

8) a) Par le théoréme de Pythagore, il suffit de vérifier que A — AVVT et AVVT sont orthogonaux au sens
de (-,-)r. Or on a

(A—AVVT AVVT) . = Tr((AT —VVTAT)AVVT)
= Te(ATAVVT) - Te(VVTATAVVT)
= Tr(ATAVVT) - Tr(ATAi?ZTjVT)
=1,
= 0.
b) Cette fois, on a
Te(VVTATAVYT)
= Tr(VVTvsTuTusvTvyvT)
Tr(VVTVs2vTyvT)
Te(S2VIVVTVVTY)
= T(22VTVVTY)
= (2VIVVTV)p.

|AVVT I3

)y
X

En utilisant les préliminaires, il vient

k
[AVVTE = D VTVVIV)L,
h=1
k 14 . .
=Y ()\h Z(VTV)h,m(VTV)m,h>
h=1 m=1
k 4
- Z ()\h (VITv)2 m)
h=1 m=1

Soit h € [1,k] et m € [1,4]. On a
—_~ p —_~
VIV hm = Z(V)i,h(v)i,m = (Vn, Um)2,
i=1

ce qui permet de conclure.

9) a) e Soitie[l+1,k]etje[L,£]. En tant que somme de réels positifs, a; est un réel positif. Par

ailleurs, la relation V7'V = I, montre que la famille (71, ..., 7;) est orthonormale. Complétons-la
en une base orthonormale de R”, notée (v1,...,v,). Puisque v; est unitaire, on peut écrire
p
bj = Z <Uj;/77m>§ > 0.
m=~¢+1



e De plus, on a

I k ¢ k¢
ZbJ DI B ST ) S DI
=041 j=1m=1 i=0+1m=1
£k
= (=20 D (5,0
m=1 j=1
Soit m € [1,¢]. Rappelons qu’en 6.c), on a complété (vi,...,vx) en une base orthonormale
(v1,...,vp). On a alors
Lk £ p
Z Z<Uj7f17m>§ < Z Z<’U17'Um 2 = Z HUMHQ =,
m=1 j=1 m=1 j=1 m=1
ce qui permet de conclure.
b) e La question 8.b) montre que
e ¢ k
RV ZAj(l —bj) + Z i@
j=1 i=0+1
¢
- Z/\h - (ZA]bJ - Z A; a2>
i=0+1
Comme les a; et les b; sont positifs, on a
¢ ’
D Nibi 2 ) Ay
j=1 j=1
k k
Z Aia; < Z Aea;
i=0+1 =041
puis
I k
> b= 3 ez (o= 3 )
j=1 i=0+1 1=0+1
k ¢ o
Et comme Z a; < ij et Ay > 0, alors ||AVVT||% < Z)\h.
i=04+1 j=1 h=1
o Il y a égalité ssi
‘
Dby =D Aebs
j=1 j=1
k k
D dai= ) A
i=0+1 i=0+1
¢ k
(e X ) o
Jj=1 i=0+1

ssi

Z ()\g—/\i) a; =0
—_———

i=t+1 ZA[—A[+1 >0 >0




La deuxiéme ligne du systéme implique que tous les a; sont nuls. Conjointement avec les autres
lignes du systéme, on en déduit qu’il y a égalité ssi

Vi e[L,4], b; =0

Vie[l+1,k], a; =0
ssi

Vi€ [1,€], vj € {Teg, ..., Tp}" = Vect({Tes1, . .., 5 )" = Im(V) -+ = Im(V)

Vie [0+ 1,k], v; € {01,..., 00" = Vect({Dy, ..., 0 })" = Im(V)*

ssi

Vect({v1,...,v,}) C Im(V)

Vect ({vgs1, . .., 1)) C Im(V)*

— Supposons que

Vect({v1,...,ve}) C Im(V)

Vect({vet1, .-, }) € Im(V)*

La premiére ligne fournit ¢ < rg(V), or on a rg(V) </lcarV comporte ¢ colonnes. On a
donc ¢ = rg(V), puis la premiére ligne fournit

Vect({vy, . ..,ve}) = Im(V).

— Réciproquement, supposons que Vect({vi,...,v¢}) = Im(V). Alors la premiére ligne est
trivialement satisfaite. De plus, on a bien

Vect({vet1, ..., vk }) C Vect({vet,...,vp}) = Im(V)l,

donc la deuxiéme ligne est également satisfaite.

Ainsi I’équivalence est démontrée.
¢) On consideére Ve M, ¢(R) dont la famille des colonnes est une base orthonormale de Ker(M)™*.
On constate alors que VTV =1 ¢ et VVT est la projection orthogonale sur Ker(M )J‘.
Donc I, — VVT est la projection orthogonale sur Ker(M) et on en déduit que M (I, — VVT) =0
donec M = MVVT. o
Pour la suite, posons P = VVT.
Vérifions d’abord 'orthogonalité suivante en notant que PT = P :

(A(I, = P)|(A = M)P) = Te(A(I, — P)P(AT — M7))
=0
Ensuite, on calcule en utilisant le théoréme de Pythagore (et la relation M = M P :
|A—M|*=|A— AP + AP — MP|?
— A= AP|]? + | AP — MP|?
= |4~ AP|* + AP - M|

> A - AP|?
k
Un calcul essentiellement direct donne || A||? = Z Ap donc d’aprés les questions, 8a et 9b,
h=1

k
JA=M[P> > A
h=(+1

Soit M vérifiant le cas d’égalité.



10)

b)

c)

Alors, d’aprés la démonstration de U'inégalité, M = AP et P est la projection orthogonale sur Im(V).

Mais, d’apres la question 9b, Im(V') = Vect((v1, ..., v¢)).
Notons Py la projection orthogonale sur Vect((v1, ..., v¢)).
Alors M = AP, ce qui achéve, sous réserve d’existence, la démonstration de I'unicité d’un point M

k
en lequel |[A — M|?* = Z A
h=f+1
Il reste a vérifier que U*E*V*T convient.
Ecrivons U, ¥ et V par blocs :

v=(v. v)ys=(% 2 Jeav=(v. Vi)

Un calcul par blocs donne alors A = UxvT = U*E*V*T + U3, VlT.
k
Donc ||A — U, S V| = |UZ VE|? = Z M car UL Uy = VPV = I,y

h=+1
Il reste a constater que rg(U,X,V,]) = ¢ (démonstration similaire a celle de la question 13b).

Conclusion : |le cas d’égalité est réalisé si et seulement si M = U*Z*V*T .

Troisiéme partie

Soit z € Ker(My,w). On présente x par blocs : z = < X ) avec X1 € My 1(R) et Xo € M, 1(R).

1
Xo
Mywz =0donc VX; + X =0cet wWTX,=0.

Donc WIVX, + WTX, =0 puis WIVX; =0.

Par inversibilité de WTV, on en déduit X7 =0 puis Xo = -V X; =0.
Ainsi, Ker(My,w) C {0}.

Conclusion : ’MV,W est inversible ‘

e Prouvons déja I'indication. Soit donc z € Im(W)+. On a
W22 =TWwwTz =0,
——
elm(W)
ce qui montre que W1z = 0.
e Maintenant, soit z € Im(W)* NIm(V). En écrivant z sous la forme Vz, on obtient par le point

précédent
WTve =0 donc =0

(car WTV est inversible). Puis z = 0, ce qui montre que Im(W)* et Im(V) sont en somme
directe.

e Puisque
k=rg(W'V) <rg(W"),rg(V) <k,

c’est que nécessairement, rg(V) = rg(W7') = k. On en déduit que

dim(Im(W)4) = p — 1g(W) = p — rg(WT) = p— k
dim(Im(V)) =k

Finalement, on a dim(Im(W)* @ Im(V)) = p, ce qui montre que Im(W)* @ Im(V) = RP.
e Soit z € Im(V'), qu’on écrit sous la forme Vz. On a

I
Pywz = (V. 0,)x MV—;V x <0: ) xV Xz
sP

14
= (V. 0p) x My X (0k> X
:MVvWX(OQCk)

1
= (V 0p)x (O:k) X T

Vz

= Z.



11)

12)

13)

e Maintenant, soit z € Im(W)*. On a

1
Prwz = (V. 0p) x My, X (Op > X z
k.p

= (V. 0p) X My, ¥ :
—— ’ Ok,l
=(V(WTV)=IWT —V(WTV)~1)xMy.w

= vwtv)"'wtz

= 0
e Conclusion : Py est la projection sur Im(V) parallélement a Tm(W)™*.

Dans la suite, nous utilisons réguliérement le fait que la forme coordonnée qui & une matrice associe I'un
de ses termes est une application continue. C’est immeédiat, puisqu’une telle forme coordonnée est une
application linéaire, et qu’on travaille en dimension finie.

GL4(R) est un ouvert, car c’est 'image réciproque de R* par 'application M — det(M), qui est continue
car polynomiale en les coefficients de M. Puis la formule de la comatrice montre que, lorsque M est
inversible, les coefficients de M ! s’écrivent comme des fonctions rationnelles en les coefficients de M.
Chaque terme de M ~! est donc continu en les coefficients de M, ce qui suffit & conclure.

Posons ¢ : W+ WV, C’est une application linéaire, donc elle est continue. Or (V) € GLx(R), qui
est ouvert. Donc pour W suffisamment proche de V, on a (W) € GLg(R).

Puis lapplication W +— My w est évidemment continue sur V (chaque coefficient de My, étant polyno-
mial en les coefficients de W), si bien que par composition, 'application W +— M, %/V est continue. Enfin,
I’application

k,p

M s (V Op)xMx<OIp>

est continue car linéaire. On conclut a nouveau par composition.

Quatriéme partie

a) UTU = I, donc R* ¢ Im(UT) donc rg(U) = rg(UT) > k.
U € M, ;(R) donc rg(U) < k.
Finalement, rg(U) = k et il existe une matrice extraite de U inversible de taille .
Par continuité du déterminant, cette méme matrice inversible, perturbée par tU reste inversible
pourvu que t soit assez proche de 0.
Donc rg(U + tU) > k au voisinage de 0.
On a aussi Vt € R, rg(U +tU) < k car U + tU posséde k colonnes.
Conclusion : t — rg(U + tU) est constante au voisinage de 0 (égale a k).
On démontre de méme que rg(V) = rg(X) = k puis que t — rg(V +tV) et t — rg(X + tX) sont
constantes, égales & k au voisinage de 0

b) Soit (A, B,C) € & trois matrices de rang k. Notons déja que ABCT € M, ,(R).
Montrons que rg(ABCT) = k.
Déja, rg(C) = k donc rg(CT) = k puis Im(C7T) = R*.
B € M (R) et rg(B) = k donc B est inversible et Im(BCT) = RF.
On en déduit ITm(ABCT) = Im(A) donc rg(ABCT) = rg(A) = k.

En exploitant ce qui précéde et la question 13(a), on en déduit que | y(t) € M,’fyp (R) au voisinage de t =0 |

¢) < est polynomiale en ¢ donc indéfiniment dérivable sur R.
D’aprés la formule de dérivation d’un produit et par linéarité de la transposition,

¥ (0) =TsVT + USVT +USV




14)

2)

D’aprés la question précédente et par définition d’un vecteur tangent, tout vecteur qui s’écrit sous la
— = —T
forme UXVT + USVT + ULV est vecteur tangent a M,’f’p(R) en A donc a fortiori,

tout vecteur de T4 est un vecteur tangent & Mffp(R) en A|

Notons F = {U € Mo x(R)|[T U =04} et G = {V € M, x(R)|V' V = 04}
Fx My(R) x G — M, ,(R)
Posons ¢ : N — T =T 7 .
(U,%, V) »UXV* + UV + ULV
F et G sont bien deux sous-espaces vectoriels respectivement de M,, 1 (R) et de M), (R).
 est bien définie et linéaire, d’image T}4.

Donc ’ T4 est un sous-espace vectoriel de M, ,(R) ‘

Montrons maintenant que ¢ est injective.
Soit (A, B, C) € Ker(yp).
Alors ASVT + UBVT +USCT =0,,,,.
On multiplie & droite par V et on exploite que CTV =0et VIV = I, :
AY+UB=0.
On multiplie & gauche par U et on note que ATU =0 donc UTA=0et UTU = I,,.
B=0.
On réinjecte dans ce qui précéde pour obtenir AY = 0 puis A = 0 par inversibilité de X.
On réinjecte encore : UXCT = 0. On multiplie & gauche par X 1UT : CT =0 puis C = 0.
© est donc injective.
Ainsi, d’aprés la formule du rang, dim(74) = dim(F x M (R) x G) = dim(F) +dim(M(R)) 4+ dim(G)
On sait que dim(Mj(R)) = k2.
My (R) — My 1 (R)
Posons [ : { Mo MTU .
[ est bien définie, linéaire et F' = Ker(f).
Or f est surjective. En effet, si A € My, 1 (R), on peut poser B = UAT.
Ona B € M, x(R) et f(B) = B'U = AUTU = A.
D’aprés la formule du rang, dim(F') = dim(M,, x(R)) — dim(Mj x(R)) = k(n — k).
De méme, dim(G) = k(p — k).

Conclusion : ’dim(TA) =k(n—k)+k(p—k)+k*=np—(n—Fk)(p—k)

Commencons par montrer que Ny C T3

Soit X € Ng et (B,C,D) € F x My ,(R) x G.

Posons M = BEVT + UCVT + UL DT et notons que XTU = XV =0 donc VI XT = 0.

On calcule : XTM = XTBsv?,

Donc (X|M) = Tr(XTM) = To(XTB2VT) = To(BEVTXT) =0

Conclusion : Ny C Ty .

Vérifions ’égalité des dimensions, i.e. que dim(N4) = dim(M,, ,(R)) —dim(T4) = (n — k)(p — k).

U et V sont deux matrices de rang k a k colonnes.

Il existe donc P, @, R, S des matrices inversibles telles que U = P ( 0 I ) QetV =R ( 0 I ) S.

n—k,k p—k,k

Soit X € M, ,(R) et Y = PTXR.
. _( B C

On écrit Y par blocs : Y = ( D E

On a les équivalences suivantes :

) € M, ,(R) avec B € My, (R).

XeN,&XV=0et XTU=0

@PTXR( Iy ) :OetRTXTP< Iy ) =0
Op—k,k On—k,k

Iy, T Iy,
or( B Yarr( Yoo
Op—k,k ¢ Op—k.k
B BT
@(D):Oet (CT ):0

B Ok Opp—k )
e¥= ( On—k,k E

& X = (PT)—1< ngv:k Ok%"f >R—1



15)

16)

La fonction E (PT)_1< Ook’k Orep—i >R_1 permet donc de définir un isomorphisme de

n—k,k I
Mn—k,p—k(R) vers NA.
On en déduit que dim(N4) = dim(Mp,—gp—x(R)) = (n — k)(p — k).
Conclusion : ’NA est Porthogonal de T4 dans M, ,(R) ‘

Supposons que A vérifie (C).

Alors rg(AVVT) = rg(A).

Par ailleurs, Ker(VT) ¢ Ker(AVVT) done dim(Ker(V7)) < dim(Ker(AVVT)).
La formule du rang donne alors p — rg(V?) < p — rg(ﬁVVT)

qui donne alors directement rg(A) <rg(V) = k.

Conclusion : |rg(A) < k|.

Soit x € Ker(A) et y € R™.

(|ATUUTy) = yTUUT Az = 0.

Donc Ker(A) ¢ Im(ATUUT)* = Im(AT)*.

On conclut a Iégalité par égalité des dimensions (conséquence directe de la formule du rang et de la
dimension de Porthogonal).

Conclusion : [Im(ATUUT)* = Ker(A) |

f M,,(R) =R
Posons f : { X s det(VIXTU)
Par continuité de la transposition, du produit matriciel et du déterminant, f est continue.
f(A) = det(VTATU) = det(VT(USVHTU) = det(VIVETUTU) = det(ET) # 0 car ¥ est in-
versible.
Il existe donc € > 0 tel que VX € M, ,(R), | X — A|lr <e= f(X) #0.
Vérifions que & convient.
Soit X € Mff’p(R) tel que || X — Al < e.
Montrons que Im(XVV7T) = Im(X) et Im(XTUUT) = Im(X7).
Les deux inclusions directes sont immédiates et il reste a montrer I’égalité des dimensions i.e.
rg(XVVT) =1g(XTUUT) = k.
VT XTU est inversible (car f(X) # 0) et de taille k donc rg(VI XTU) = k.
Im(VEXTU) c Im(VTX7T) done k < rg(VTXT) = rg(XV).
XV contient k colonnes donc rg(XV) < k puis rg(XV) = k.
Enfin, rg(VT) = k et Im(V?) c R¥ donc Im(V?) = R¥
puis In(XVVT) = Im(XV) et rg(XVVT) =1g(XV) = k.
On a aussi Ker(X7U) ¢ Ker(VI XTU) donc k = rg(VI XTU) < rg(XTU) < k puis rg(XTU) = k.
Ensuite, rg(U”) = k donc Im(UT) = R* puis Im(XTUUT) = Im(XTU).
Donc rg(XTUUT) = rg(XTU) = k.
Conclusion : ’X vérifie la condition (C) et e convient ‘

On a directement l'inclusion Ny C Ker(®).

Soit X € Ker(®).

Alors XTUUT =0 et XVVT =0.

On multiplie par U & droite dans la premiére égalité et par V a droite dans la deuxiéme et on obtient
XTU =0et XV =0. Donc X € Ny.

Conclusion : | Ny = Ker(®) |

® et ® o 4 sont deux fonctions linéaires définies sur M, ,(R) = T4 & Na.

On vérifie donc leur égalité en vérifiant qu’elles coincident sur N4 et sur Ty.

Soit X € Ny.

®(X) = (0,0) d’apres ce qui précede et (m4(X)) = ®(0) = (0,0) car X € Ker(my).
Soit X € Tsy. Alors m4(X) = X donc ®(74(X)) = &(X).

Conclusion : [® =B o4

Commencons par montrer que R? = Im(V) @ Im(W)> .
. Im(V) —» R"

Soit f : { v Ax .

f est bien définie et linéaire.

Ker(f) = Im(V) NKer(A4).

Im(f) = Im(AV) = Im(AVV") = Im(A) (on rappelle que Im(VT) = R¥).



D’aprés le théoréme du rang, dim(Im(V)NKer(A)) = rg(V)—1g(A) = k—k = 0 donc Im(V) &Ker(A)
existe.

Or, d’aprés la question 15(a), Ker(A) = Im(W)* donc Im(V') & Im(W)* existe (c’est un sev de R?).
dim(Im(V) @ Im(W)~) = rg(V) + (p — rg(W)) =k +p —1g(A") =p

Conclusion : | Im(V) @ Im(W)* = R? |
Pour vérifier I’égalité matricielle demandée, il suffit de vérifier successivement :
Vo € Im(V), Az = AVVT Pyya

et Vo € In(W)*+, Az = AVVT Py .

Soit x € Im(V).

Il existe y € R tel que = = V.

AVVT Py = AVV Ty
= AVvVTVy
= gVy

= Az

Soit z € ITm(W)=*.
D’aprés 15(a), x € Ker(A) et par définition du projecteur, x € Ker(Py,w)
donc Az =0 = AVVTPV7Wm.

Conclusion : | A = EVVTPMW )

17) On prend le € de la question 15(b).
Soit X,Y € My (R) N B(A,2/2) tel que ma(X) = ma(Y).
Alors, d’aprés la question 16(b), ®(X) = ®(Y) donc XVVT =yYVvVT et XTUUT =YTUUT.
Notons W = X"UU" = YTUU™.
X et Y vérifient la condition (C) donc d’apreés la question 16(c)

X =XVvVTiP,w

=YVVT Py
=Y

Conclusion : | &/2 convient |.

f M, ,(R) — M, ,(R)
18) a) Posons f : { X > (I — UUNX (1, - vVT) -
[ est bien définie et linéaire. C’est un endomorphisme de M, ,(R).
Soit X € M, ,(R).

fAX) =1, - UUT)?X(I, - VVT)?
= (I, —20UT v+ vUuTvUuT)X (1, - 2vVT + vvTyyT)
= (I, -UUM)X (1, - VvVT)
= f(X)
f est donc un projecteur de M, ,(R).

Soit X € Ny.

Alors UTX =0 et XV = 0 donc un calcul direct donne f(X) = X.
Donc N4 C Im(f).

Soit X € Tm(f).

Alors X = f(X) =X —UUTX - XvVvT +UUTXVvV?T.

Urx =0Tx -UTx -vuT"xvvT +uTxvv™T
=0

et de méme, XV = 0. Donc Im(f) C Ny.
Enfin, vérifions que f est un projecteur orthogonal.
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Soit X € Ker(f) et Y € M, ,(R). Montrons que (X|f(Y)) =0.

f est donc la projection orthogonale sur Ny : f = pa.
Conclusion : |VA € M, ,(R), pa(A) = (I, — UUT)A(I, — VVT)
b) Soit B € M,(R).

Montrons que AB € N j, ce qui suffira pour conclure.
Soit X € N4. Notons que XTU = 0.

(AB|X) = Tr(XT AB)
= Tr(XTUzvTB)
=0

On en déduit que AB € Ny = Ker(pa).
Conclusion : ’VB € M,(R), pa(AB) =0 ‘

¢) On calcule :
(A= AVVT(Pyw — Pyy) = AVVTPyyw — AVVT(Pyw — Pyy) — AVVTPyy = A — AB —
AVVTPyy avec B € My(R).
Il ne reste plus qu’a vérifier que AVVTPV,V € Ker(pa).
vvT e M,[R), (VVT)2=vVvIvvT =vvT
(VDT =vvT et Im(VVT) = Im(V) car Im(VT) = R*.
Donc VV7T est le projecteur orthogonal sur Im(V) donc Pyy = vvT
puis Pyy (I, - VVh) =vvT —vvivvT =o.
On en déduit que pA(;lVVTPV,V) = 0.

Conclusion : | pa(A) = (I, — UUT)(A — A)(Pyw — Pyy) (I, — VVT) |
d) On calcule :

I, — UUT||? = Tx((1, - UUDYT (1, — UUT))
= Tr((I, - UUY)(1, —UUT))

=Tr(l, —UUT)
=n-—Tr(UUT)
=n—Te(UTD)
=n—k

De méme, ||I, - VVT |2 =p—ket [VVT|? = Te(VVIVVT) = Te(VVT) = Te(VIV) = k
D’aprés la question 3, on peut conclure : | [|pa(A)|| < v/(n— k)k(p — k) x ||A = A| x [|Pv.w — Pyv

19) Posons A = +/(n — k)k(p — k).
Soit & > 0 et f:]—0,0] — M,’ip(]R) dérivable en 0 et vérifiant f(0) = A.
Montrons que f'(0) € T4 i.e. pa(f'(0)) =0.
On peut choisir € € ]0, §] tel que Vt € |—¢, e[, f(¢) vérifie la condition (C) (d’aprés la question 15b).
Remarquons que p4(A) = 0 d’apreés la question 18b.
Soit t € ]0,¢[. On pose W; = f(t)TUUT.
D’apres la question 18d, [lpa(f(£)) — pa(F(0)[| < Al[f(£) = FO) x [|Pv.w, — Pyl
On divise par ¢ et on exploite I'homogénéité de la norme et la linéarité de p4 :

Joa (L0 <5 | HO-10)

. x [[Pyw, = Pyv].

Par continuité des fonctions linéaires en dimension finie et continuité de la norme, le membre de gauche
converge vers |[p(f'(0))| quand ¢t — 0.
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ft) = f(0)

t— est bornée au voisinage de 0% car f est dérivable en 0.

Il reste & montrer que || Py, — Py.v|| converge vers 0 quand ¢ tend vers 0.

On commence par noter que Im(W;) = Im(f(t)TUVT) = Im(f(t)"U) = Im(f(1)TUS™).

Donc Py, est le projecteur sur Im(V) parallélement a Im(f(t)7US ™)t

Donc Py,w, = Py g, en posant H; = f(t)TUE_l.

Par continuité du produit matriciel et de la transposition, f(¢)TUX ™! tend vers ATUX ™! quand t — 0.
Or ATus~!' =vyTuTus !t =vss !t =V.

On peut choisir 1 € 10, €[ tel que V¢ € [0,n, H; € V (V est défini dans la question 12).

t — H; est définie sur [0, 7], & valeurs dans V et continue en 0.

W — Py w est continue sur V.

Par composition, ¢t — Py g, est définie sur [0, 7] et continue en 0.

Donc Py, tend vers Py p, quand ¢ tend vers 0.

Or PV,HO = PV,V car HO =V.

Donc Py,w, tend vers Pyy quand ¢ tend vers 0t.

Par pasage a la limite dans une inégalité dont tous les termes convergent, on en déduit |[pa(f/(0))]| <0
puis f'(0) € Ker(pa) = Nx = Ta.

La question 13c a déja démontré que tout vecteur de T4 est un vecteur tangent.

Conclusion : | T4 est exactement I'ensemble des vecteurs tangents a M,’f,p(R) en A
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