
CENTRALE Maths 2 PC 2024
Eléments de correction

Q 1. Par récurrence sur n. Le cas n “ 1 est clair.
Soit n P N˚. Supposons l’inégalité vérifiée au rang n pour tous réels x1, ¨ ¨ ¨ , xn.
Soit x1, ¨ ¨ ¨ , xn`1, n+1 réels. récurrence pas tout à fait

évidente

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

n`1
ź

k“1

p1 ` xkq

¸

´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

n
ź

k“1

p1 ` xkq

¸

´ 1 ` xn`1

n
ź

k“1

p1 ` xkq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

n
ź

k“1

p1 ` xkq

¸

´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xn`1

n
ź

k“1

p1 ` xkq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

inégalité triangulaire

ď

˜

n
ź

k“1

p1 ` |xk|q

¸

´ 1 ` |xn`1|

n
ź

k“1

p1 ` |xk|q hypothèse de récurrence

ď p1 ` |xn`1|q

˜

n
ź

k“1

p1 ` |xkq

¸

´ 1

ď

˜

n`1
ź

k“1

p1 ` |xk|q

¸

´ 1

Q 2. Pour tout x P R, 1`x ď ex par une simple étude de la fonction x ÞÑ ex ´x´1 ou par convexité
de exp (courbe située au dessus de la tangente en 0) ou par croissance de l’intégrale : inégalité 1 ` x ď ex à

connaître
‚ pour x ě 0, ex ´ 1 “

ż x

0

etdt ě

ż x

0

1 “ x

‚ pour x ď 0, ex ´ 1 “ ´

ż 0

x

etdt ě ´

ż 0

x

1dt “ x.

Par conséquent, comme 1 ` xk ě 0 pour xk P r´1,`8r, on peut multiplier les inégalités p1 ` xkq ď exk

de k “ 1 à n : attention pour multiplier
des inégalités, il faut bien
vérifier que les facteurs
sont positifs

n
ź

k“1

p1 ` xkq ď

n
ź

k“1

exk “ exp

˜

n
ÿ

k“1

xk

¸

Q 3. Soit t P C, par développement en série entière de l’exponentielle puis inégalité triangulaire puis
k! ě pk ´ 2q! : il fallait utiliser le DSE de

exp et k! ě pk ´ 2q!

|p1 ` tq ´ et| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´

`8
ÿ

k“2

tk

k!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

`8
ÿ

k“2

|t|k

k!
ď |t|2

`8
ÿ

k“2

|t|k´2

pk ´ 2q!
“ |t|2e|t|

Q 4. On a par l’inégalité triangulaire : formule an ´ bn “

pa ´ bq

n´1
ÿ

k“0

akbn´1´k

|an ´ bn| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pa ´ bq
n´1
ÿ

k“0

akbn´1´k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |a ´ b|
n´1
ÿ

k“0

|ak|
loomoon

ďMk

|b|n´1´k
looomooon

Mn´1´k

ď nMn´1|a ´ b|

Q 5. Soit n P N˚, on pose M “ max
!ˇ

ˇ

ˇ
1 `

z

n

ˇ

ˇ

ˇ
,
ˇ

ˇe
z
n

ˇ

ˇ

)

. D’après les questions précédentes :

ˇ

ˇ

ˇ

´

1 `
z

n

¯n

´ ez
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

´

1 `
z

n

¯n

´
`

e
z
n

˘n
ˇ

ˇ

ˇ
ď nMn´1

ˇ

ˇ

ˇ
1 `

z

n
´ e

z
n

ˇ

ˇ

ˇ
ď nMn´1

ˇ

ˇ

ˇ

z

n

ˇ

ˇ

ˇ

2

e
|z|
n

De plus, on a
ˇ

ˇ1 ` z
n

ˇ

ˇ ď 1 `
|z|

n ď e
|z|
n et |e

z
n | ď e

|z|
n (obtenu par inégalité triangulaire et DSE de exp)

donc
M ď e

|z|
n

et par conséquent,

ˇ

ˇ

ˇ

´

1 `
z

n

¯n

´ ez
ˇ

ˇ

ˇ
ď nMn´1

ˇ

ˇ

ˇ

z

n

ˇ

ˇ

ˇ

2

e
|z|
n ď

|z|2

n
e

pn´1q|z|
n e

|z|
n “

|z|2

n
e|z|
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Q 6. On a :

@n P N˚, 0 ď |un ´ ez| ď
|z|2

n
e|z| et lim

nÑ`8

|z|2

n
e|z| “ 0

donc par le théorème d’encadrement,

lim
nÑ`8

|un ´ ez| “ 0 c’est à dire lim
nÑ`8

un “ ez

Q 7. Pour N ě 2,

N
ź

n“2

ˆ

1 ´
1

n2

˙

“

N
ź

n“2

ˆ

pn ´ 1qpn ` 1q

n2

˙

“

N
ź

n“2

pn ´ 1q

N
ź

n“2

n

N
ź

n“2

pn ` 1q

N
ź

n“2

n

“
1

N

N ` 1

2

Donc

lim
NÑ`8

N
ź

n“2

ˆ

1 ´
1

n2

˙

“ lim
NÑ`8

N ` 1

2N
“

1

2
d’où

`8
ź

n“2

ˆ

1 ´
1

n2

˙

“
1

2

Et pour N ě 2, en séparant le produit pour n “ 2k (alors n ` p´1qn`1 “ 2k ´ 1) et n “ 2k ´ 1 (alors
n ` p´1qn`1 “ 2k) :

2N
ź

n“2

ˆ

1 `
p´1qn`1

n

˙

“
1

p2Nq!

2N
ź

n“2

`

n ` p´1qn`1
˘

“
1

p2Nq!

N
ź

k“1

p2k ´ 1q

N
ź

k“2

p2kq “
1

2

Donc
`8
ź

n“2

ˆ

1 `
p´1qn`1

n

˙

“
1

2

Q 8. Question ultra classique, on obtient pn ` 2qWn`2 “ pn ` 1qWn par une IPP. Je laisse cela au
lecteur pour l’instant.

L’expression de W2n`1 s’obtient alors par récurrence (pour l’init, W1 “ 1)

Q 9. On utilise la formule de Stirling :

n! „
nÑ`8

?
2πn

´n

e

¯n

et p2nq! „
nÑ`8

a

2πp2nq

ˆ

2n

e

˙2n

D’où
W2n`1 “

22n

p2n ` 1q

pn!q2

p2nq!
„

nÑ`8

22n

p2nq

2πnpn{eq2n

2
?
πnp2n{eq2n

„
nÑ`8

1

2

c

π

n

Puis, pour n ě 1,

n
ź

k“1

ˆ

1 `
1

4k2 ´ 1

˙

“

n
ź

k“1

4k2

p2k ´ 1qp2k ` 1q
“ 4npn!q2

n
ź

k“1

p2kqp2kq

p2nq!p2n ` 1q!
“ p2n ` 1qW 2

2n`1 „
nÑ`8

π

2

Donc
`8
ź

n“1

ˆ

1 `
1

4n2 ´ 1

˙

“
π

2

Q 10. Pour tout N ě n, d’après Q2 (sachant que ´PpApq ě ´1) :

0 ď

N
ź

p“n

p1 ´ PpApqq ď exp

˜

N
ÿ

p“n

´PpApq

¸

Or la série
ř

PpApq étant divergente et à termes positifs, on en déduit lim
NÑ`8

N
ÿ

n“p

PpApq “ `8 et par
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conséquent,

lim
NÑ`8

exp

˜

N
ÿ

p“n

´PpApq

¸

“ 0

On conclut avec le théorème d’encadrement que
`8
ź

p“n

p1 ´ PpApqq “ 0.

Q 11. La suite pBnqnPN définie par Bn “
ď

pěn

Ap est décroissante pour l’inclusion donc par continuité

décroissante,

P

˜

č

nPN

ď

pěn

Ap

¸

“ lim
nÑ`8

P

˜

ď

pěn

Ap

¸

Or pour tout n P N,

P

˜

ď

pěn

Ap

¸

“ 1 ´ P

˜

č

pěn

Ap

¸

Et par continuité décroissante appliquée à la suite pCqqqěn où Cq “

q
č

p“n

Ap, décroissante pour l’inclusion :

P

˜

č

pěn

Ap

¸

“ lim
qÑ`8

P

˜

q
č

p“n

Ap

¸

“
indep.

lim
qÑ`8

q
ź

p“n

P
`

Ap

˘

“

`8
ź

p“n

p1 ´ PpApqq “
Q10

0

D’où :

P

˜

č

nPN

ď

pěn

Ap

¸

“ lim
nÑ`8

P

˜

ď

pěn

Ap

¸

“ lim
nÑ`8

˜

1 ´ P

˜

č

pěn

Ap

¸¸

“ 1

Q 12. Soit x P S et n P N˚.

Qn`1 ´ Qn “

˜

n
ź

k“1

p1 ` |fkpxq|q

¸

p1 ` |fn`1pxq| ´ 1q

ď
Q2

exp

˜

n
ÿ

k“1

|fkpxq|

¸

|fn`1pxq|

ď exp pR0pxqq |fn`1pxq| car
n

ÿ

k“1

|fkpxq| ď

`8
ÿ

k“1

|fkpxq| “ R0pxq

Et par le théorème de continuité de la somme d’une série de fonctions, sachant que |fn| est continue et
ř

|fn| converge uniformément sur S, on en déduit que R0 est continue sur le segment S donc R0 est
bornée.

Par conséquent, il existe M ě 0 tel que pour tout x P S, R0pxq ď M d’où :

Qn`1 ´ Qn ď eR0pxq|fn`1pxq| ď eM |fn`1pxq|

Q 13. On a

|Pn`1pxq ´ Pnpxq| “ |1 ` fn`1pxq ´ 1|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ź

k“1

p1 ` fkpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |fn`1pxq|

n
ź

k“1

p1 ` |fkpxq|q

ď p1 ` |fn`1pxq| ´ 1qQnpxq

ď Qn`1pxq ´ Qnpxq

Q 14. Commençons par la convergence simple. Soit x P S. Pour tout n P N˚, il faut penser à la démons-
tration liant série télesco-
pique et suite associée

Pnpxq “

n´1
ÿ

k“1

pPk`1pxq ´ Pkpxqq ` P1pxq

3



Et la série
ÿ

kě1

Pk`1pxq ` Pkpxq est absolument convergente (donc convergente) car |Pk`1pxq ´ Ppxq| ď

eM |fk`1pxq| et la série
ř

kě1 |fk`1pxq| est convergente car la série de fonctions
ř

kě1 |fk| converge uni-
formément. Par conséquent, la suite pPnpxqqně1 est convergente et :

P pxq “

`8
ź

k“1

p1 ` fkpxqq “ lim
nÑ`8

Pnpxq “

`8
ÿ

k“1

pPk`1pxq ´ Pkpxqq ` P1pxq

l’égalité clé de
cette question est
ř`8

k“n pPk`1pxq ´ Pkpxqq “

P pxq ´ Pnpxq

Pour tout n P N˚, pour tout x P S, en utilisant le télescopage :
`8
ÿ

k“n

pPk`1pxq ´ Pkpxqq “ lim
NÑ`8

PN pxq ´ Pnpxq “ P pxq ´ Pnpxq :

|Pnpxq ´ P pxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´

`8
ÿ

k“n

pPk`1pxq ´ Pkpxqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

`8
ÿ

k“n

|Pk`1pxq ´ Pkpxq| ď

`8
ÿ

k“n

eM |fk`1pxq| “ eMRnpxq

En notant Rnpxq “

`8
ÿ

k“n`1

|fkpxq|. D’où par passage à la borne supérieure :

}Pn ´ P }8 ď eM }Rn}8

Or lim
nÑ`8

}Rn}`8 “ 0 car la série
ř

|fn| converge uniformément d’où

lim
nÑ`8

}Pn ´ P }8 “ 0

Donc la suite pPnqnPN˚ converge uniformément vers P sur S.
Q 15. Pour tout n P N˚, Pn est continue sur S par produit (fini) de fonctions continues (fk continue)

et la suite de fonctions pPnqně1 converge uniformément sur S donc par le théorème de continuité de la
limite d’une suite de fonctions. De plus pour tout x P S fixé,

lnpPnpxqq “

n
ÿ

k“1

lnp1 ` fkpxqq

Et la série
ÿ

kě1

lnp1 ` fkpxqq est convergente car :

‚ la série
ř

|fkpxq| est convergente (par convergence simple de
ř

|fk|)

‚ donc lim
kÑ`8

fkpxq “ 0

‚ et lnp1 ` fkpxqq “ o
kÑ`8

pfkpxqq

Par conséquent, lim
nÑ`8

lnpPnpxqq “

`8
ÿ

k“1

lnp1 ` fkpxqq “ L P R. Par conséquent,

lim
nÑ`8

Pnpxq “ lim
nÑ`8

elnpPnpxqq “ eL ą 0 donc P pxq ą 0

Q 16. Je pose pour tout n P N˚ et x P R˚
`, fnpxq “ ´e´nx2 . Nous allons appliquer la question

précédente ; pour cela, nous devons vérifier toutes les hypothèses sur la suite pfnq.
Soit ra, bs un segment inclus dans R˚

`. On a

‚ pour tout n P N˚, et x P ra, bs, fnpxq ą ´1 car e´nx2

ă 1

‚ la série de fonctions
ř

ně1 |fn| converge uniformément sur ra, bs car :

— |fnpxq| “ e´nx2

ď e´na2

, d’où }fn}8 ď e´na2 et la série
ř

e´na2 converge puisque
e´na2

“ o
nÑ`8

`

1
n2

˘

d’où la convergence normale de la série
ř

ně1 |fn| sur ra, bs.

Par conséquent, d’après les deux questions précédentes, f est bien définie et continue sur ra, bs et ceci
pour tout segment ra, bs inclus dans R˚

` donc f est continue sur R˚
`.

Q 17. Soit x, y deux réels tels que 0 ă x ď y.

4



Alors pour tout n P N˚, ´nx2 ě ´ny2 donc 1 ´ e´nx2

ě 1 ´ e´ny2

ě 0, donc en multipliant ces
inégalités :

N
ź

n“1

p1 ´ e´nx2

q ě

N
ź

n“1

p1 ´ e´ny2

q d’où fpxq ě fpyq par passage à la limite N Ñ `8

Donc f est décroissante sur R˚
`.

Limite en 0. On applique la question Q2 :

@x ą 0 @N P N˚, 0 ď

N
ź

n“1

´

1 ´ e´nx2
¯

ď exp

˜

N
ÿ

n“1

´e´nx2

¸

Or pour tout x ą 0,
`8
ÿ

n“1

´e´nx2

“
´e´x2

1 ´ e´x2 (série géométrique de raison e´x2

P r0, 1r) d’où par passage

à la limite quand N Ñ `8 :

@x ą 0 0 ď fpxq ď exp

˜

´e´x2

1 ´ e´x2

¸

Or lim
xÑ0`

´e´x2

1 ´ e´x2 “ ´8 d’où lim
xÑ0`

exp

˜

´e´x2

1 ´ e´x2

¸

“ 0 donc par théorème d’encadrement :

lim
xÑ0`

fpxq “ 0

Limite en `8. On applique la question Q1 puis Q2

@x ą 0 @n P N˚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

n
ź

k“1

p1 ´ e´kx2

q

¸

´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

˜

n
ź

k“1

1 `

ˇ

ˇ

ˇ
´e´kx2

ˇ

ˇ

ˇ

¸

´ 1 ď exp

˜

n
ÿ

k“1

e´kx2

¸

´ 1

Donc par passage à la limite quand n Ñ `8, en utilisant
`8
ÿ

k“1

e´kx2

“
e´x2

1 ´ e´x2 ,

@x ą 0 |fpxq ´ 1| ď exp

˜

e´x2

1 ´ e´x2

¸

´ 1

Or lim
xÑ`8

e´x2

1 ´ e´x2 “ 0 donc lim
xÑ`8

exp

˜

e´x2

1 ´ e´x2

¸

“ 1 d’où par théorème d’encadrement :

lim
xÑ`8

|fpxq ´ 1| “ 0 soit lim
xÑ`8

fpxq “ 1

Q 18. Soit n P N˚, par dérivation du produit Pnpxq “

n
ź

k“1

p1 ` fkpxqq,

@x P S P 1pxq “

n
ÿ

k“1

f 1
kpxq

n
ź

ℓ“1
ℓ‰k

p1 ` fℓpxqq “

n
ÿ

k“1

f 1
kpxq

Pnpxq

1 ` fkpxq
“ Pnpxq

n
ÿ

k“1

f 1
kpxq

1 ` fkpxq

Q 19. Notons pour x P S, T pxq “

`8
ÿ

k“1

f 1
kpxq

1 ` fkpxq
et pour n P N˚, Tnpxq “

n
ÿ

k“1

f 1
kpxq

1 ` fkpxq
. On a :

@n P N˚ @x P S
ˇ

ˇP 1
npxq ´ P pxqT pxq

ˇ

ˇ “ |PnpxqTnpxq ´ P pxqT pxq|

“ |Pnpxq pTnpxq ´ T pxqq ` T pxq pPnpxq ´ P pxqq|

ď |Pnpxq| |Tnpxq ´ T pxq| ` |T pxq| |Pnpxq ´ P pxq|

Or la suite pPnq converge uniformément vers P donc par la suite p}Pn}8qnPN˚ est bornée ; il existe M ě 0,
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}Pn}8 ď M pour tout n P N˚.

De plus, comme pour tout n P N˚, fn est de classe C1, f 1
n

1`fn
est continue et la série

ÿ

ně1

f 1
n

1 ` fn
converge uniformément sur S, par application du théorème de continuité de la somme d’une série de
fonctions, T est continue sur le segment S donc T est bornée. Par conséquent :

@n P N˚ @x P S
ˇ

ˇP 1
npxq ´ P pxqT pxq

ˇ

ˇ ď |Pnpxq| |Tnpxq ´ T pxq| ` |T pxq| |Pnpxq ´ P pxq|

ď }Pn}8
loomoon

ďM

}Tn ´ T }8 ` }T }8}Pn ´ P }8

Donc par passage à la borne supérieure,

@n P N˚, }P 1
n ´ PT }8 ď M}Tn ´ T }8 ` }T }8}Pn ´ P }8

Or par convergence uniforme de la série
ÿ

ně1

f 1
n

1 ` fn
, la suite pTnq converge uniformément vers T : on

a lim
nÑ`8

}Tn ´ T }8 et d’après la question Q14, lim
nÑ`8

}Pn ´ P }8 “ 0.
Donc par théorème d’encadrement,

lim
nÑ`8

}P 1
n ´ PT }8 “ 0

Donc la suite de fonctions pP 1
nqně1 converge uniformément sur S vers x ÞÑ P pxqT pxq : pour tout

x P S, lim
nÑ`8

P 1
npxq “ P pxqT pxq.

On peut maintenant appliquer le théorème de dérivation de la limite d’une suite de fonctions :

‚ pour tout n P N˚, Pn est de classe C1 sur S ;

‚ la suite pPnq converge simplement sur S vers P

‚ la suite pP 1
nq converge uniformément sur S vers x ÞÑ P pxqT pxq

Par conséquent, P “ lim
nÑ`8

Pn est de classe C1 sur S et pour tout x P S, P 1pxq “ P pxqT pxq or P pxq ‰ 0

d’après Q15, d’où :

@x P S,
P 1pxq

P pxq
“

`8
ÿ

n“1

f 1
npxq

1 ` fnpxq

Remarque : l’égalité ci-dessus s’obtient par un simple passage à la limite quand n Ñ `8 dans l’égalité
de la question Q18.

Q 20. D’après la formule du binôme de Newton,

PnpXq “
1

2i

2n`1
ÿ

k“0

ˆ

2n ` 1

k

˙ ˆ

ik

p2n ` 1qk
Xk ´

p´iqk

p2n ` 1qk
Xk

˙

“
1

2i

ˆ

i2n`1 ´ p´iq2n`1

p2n ` 1q2n`1
X2n`1 ` RpXq

˙

avec R P R2nrXs

“
p´1qn

p2n ` 1q2n`1
X2n`1 ` RpXq

Donc Pn est un polynôme de degré 2n ` 1.

Q 21. Soit k P rr0, 2nss.

2iPnpxkq “

ˆ

1 `
ixk

2n ` 1

˙2n`1

´

ˆ

1 ´
ixk

2n ` 1

˙2n`1

“

¨

˝

cos
´

kπ
2n`1

¯

` i sin
´

kπ
2n`1

¯

cos
´

kπ
2n`1

¯

˛

‚

2n`1

´

¨

˝

cos
´

kπ
2n`1

¯

´ i sin
´

kπ
2n`1

¯

cos
´

kπ
2n`1

¯

˛

‚

2n`1

6



donc

2iPnpxkq “
1

cos2n`1
´

kπ
2n`1

¯

´

e
ikπ

2n`1 p2n`1q ´ e
´ikπ
2n`1 p2n`1q

¯

“
1

cos2n`1
´

kπ
2n`1

¯

`

eikπ ´ e´ikπ
˘

“ 0

Donc xk est une racine de Pn pour tout k P rr0, 2nss.
Mais k ÞÑ xk est injective (par injectivité de la fonction tangente sur

“

0, π
2

“

Y
‰

π
2 , π

“

), donc l’ensemble
txk, k P rr0, 2nssu contient 2n ` 1 racines de Pn qui est un polynôme de degré 2n ` 1 ; on a donc toutes
les racines de Pn.

Q 22. On va regrouper les racines xk deux à deux, en remarquant que pour 1 ď k ď n :
2n ` 1 ´ k P rrn ` 1, 2nss et :

x2n`1´k “ p2n`1q tan

ˆ

p2n ` 1qπ ´ kπ

2n ` 1

˙

“ p2n`1q tan

ˆ

π ´
kπ

2n ` 1

˙

“ ´p2n`1q tan

ˆ

kπ

2n ` 1

˙

“ ´xk

D’après la question précédente, il existe µ P C tel que

PnpXq “ µ
2n
ź

k“0

pX ´ xkq “ µpX ´ x0q

n
ź

k“1

pX ´ xkq

2n
ź

k“n`1

pX ´ xkq

“ µX
n

ź

k“1

pX ´ xkq

n
ź

k“1

pX ´ x2n`1´k
looomooon

“´xk

q changement d’indices

“ µX
n

ź

k“1

pX2 ´ x2
kq

“ µ
n

ź

k“1

p´x2
kqX

n
ź

k“1

X2 ´ x2
k

´x2
k

“ µp´1qn
n

ź

k“1

x2
k

looooooomooooooon

“λ

X
n

ź

j“1

˜

1 ´
X2

x2
j

¸

Il suffit de poser λ “ µp´1qn
n

ź

k“1

x2
k pour obtenir l’égalité demandée.

Q 23. En reprenant la définition de Pn, sachant que P 1
np0q est le coefficient en X dans PnpXq, on a :

P 1
np0q “

1

2i

ˆ

2n ` 1

1

˙

i1 ´ p´iq1

2n ` 1
“ 1

De plus en dérivant Pn avec l’expression de la question Q22, en notant QnpXq “
śn

j“1

´

1 ´ X2

x2
j

¯

:

P 1
npXq “ λ

`

XQ1
npXq ` QnpXq

˘

d’où P 1
np0q “ λQnp0q “ λ

Donc λ “ P 1
np0q “ 1 d’où le résultat.

Q 24. Soit x P R.

D’après la question Q6, lim
nÑ`8

ˆ

1 `
ix

2n ` 1

˙2n`1

“ eix et lim
nÑ`8

ˆ

1 ´
ix

2n ` 1

˙2n`1

“ e´ix donc :

lim
nÑ`8

Pnpxq “
1

2i

`

eix ´ e´ix
˘

“ sinpxq

Donc la suite de fonctions polynomiales pPnq converge simplement vers sin sur R.
Q 25. Soit t P R, et k un entier ě 2.

Je note xjptq “ p2ttu ` 1q tan

ˆ

jπ

2ttu ` 1

˙

.
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‚ Cas 1 : t ă k ´ 1. Alors vkptq “ vk´1ptq “ Pttupxq. L’inégalité est claire.
‚ Cas 2 : k ´ 1 ď t ă k. Alors ttu “ k ´ 1 et xjptq “ xjpk ´ 1q. Donc :

vkptq “ Pttupxq “ Pk´1pxq “ x
k´1
ź

j“1

˜

1 ´
x2

rxjpk ´ 1qs
2

¸

(d’après Q23)

et vk´1ptq “ x
k´1
ź

j“1

ˆ

1 ´
x2

xjptq2

˙

“ vkptq . L’inégalité demandée est alors évidente.

‚ Cas 3 : t ě k. Alors vkptq “ vk´1ptq

ˆ

1 ´
x2

xkptq2

˙

“ x
k

ź

j“1

ˆ

1 ´
x2

xjptq2

˙

.

|vkptq ´ vk´1ptq| “ |vk´1ptq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

1 ´
x2

xkptq2

˙

´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |vk´1ptq|
x2

xkptq2

Or pour tout u P
“

0, π
2

“

, tanu ě u (inégalité des accroissements finis à partir de l’inégalité tan1puq “

1 ` tan2puq ě 1), d’où xkptq ě kπ. Par conséquent,

|vkptq ´ vk´1ptq| “ |vk´1ptq|
x2

xkptq2
ď |vk´1ptq|

x2

k2π2

Q 26. Soit t P R` et k P N˚.
Premier cas : t ě k. On applique l’inégalité triangulaire puis l’inégalité de la question 2 :

|vkptq| “ |x|

k
ź

j“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ´
x2

xjptq2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |x|

k
ź

j“1

ˆ

1 `
x2

xjptq2

˙

ď |x| exp

˜

k
ÿ

j“1

x2

xjptq2

¸

Or xjptq2 ě pjπq2 (cf question précédente) et par croissance de la fonction exp :

|vkptq| ď |x| exp

˜

k
ÿ

j“1

x2

xjptq2

¸

ď |x| exp

˜

k
ÿ

j“1

x2

pjπq2

¸

Deuxième cas : t ă k. On utilise le premier cas pour obtenir la première inégalité, puis la croissance
de exp :

|vkptq| “ Pttupxq “ x

ttu
ź

j“1

ˆ

1 ´
x2

xjptq2

˙

ď
cas 1

|x| exp

˜

ttu
ÿ

j“1

x2

pjπq2

¸

ď |x| exp

˜

k
ÿ

j“1

x2

pjπq2

¸

Q 27. On met bout à bout les inégalités des deux questions précédentes,

@k ě 2,@t P R`, |vkptq ´ vk´1ptq| ď
x2

k2π2
|vk´1ptq|

ď
|x|3

k2π2
exp

˜

k´1
ÿ

j“1

x2

pjπq2

¸

ď
|x|3

k2π2
exp

˜

`8
ÿ

j“1

x2

pjπq2

¸

D’où par passage à la borne supérieure,

@k ě 2, }vk ´ vk´1}8 ď
|x|3

k2π2
exp

˜

`8
ÿ

j“1

x2

pjπq2

¸

“ O
kÑ`8

ˆ

1

k2

˙

Donc la série
ÿ

kě2

}vk ´ vk´1}8 est convergente, ce qui signifie que la série de fonctions
ÿ

kě2

pvk ´ vk´1q

converge normalement donc uniformément sur R`.

Q 28. Soit k P N˚. On a

tan

ˆ

jπ

2ttu ` 1

˙

„
tÑ`8

jπ

2ttu ` 1
donc lim

tÑ`8
tan

ˆ

jπ

2ttu ` 1

˙

p2ttu ` 1q “ jπ
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D’où par produit fini de limites finies :

lim
tÑ`8

vkptq “ lim
tÑ`8

x
k

ź

j“1

¨

˚

˝

1 ´
x2

´

tan
´

jπ
2ttu`1

¯

p2ttu ` 1q

¯2

˛

‹

‚

“ x
k

ź

j“1

ˆ

1 ´
x2

pjπq2

˙

Soit t P R`. Pour tout entier k ą t, vkptq “ Pttupxq donc

lim
kÑ`8

vkptq “ Pttupxq

Q 29. Je note pour t P R` : on va calculer lim
tÑ`8

V ptq

de deux manières diffé-
rentes

V ptq “

`8
ÿ

k“2

pvkptq ´ vk´1ptqq “ lim
kÑ`8

vkptq ´ v1ptq “
Q28

Pttupxq ´ v1ptq

D’après la question Q24, lim
tÑ`8

Pttupxq “ sinpxq et lim
tÑ`8

v1ptq “ x

ˆ

1 ´
x2

π2

˙

donc :

lim
tÑ`8

V ptq “ sinpxq ´ x

ˆ

1 ´
x2

π2

˙

Calculons maintenant lim
tÑ`8

V ptq à l’aide du théorème de la double limite : les deux questions précé-
dentes me font penser à ap-
pliquer le théorème de la
double limite à la série de
fonctions

ř

pvk ´ vk´1q

‚ pour chaque k ě 2, d’après la question précédente :

lim
tÑ`8

vkptq ´ vk´1ptq “ x
k

ź

j“1

ˆ

1 ´
x2

pjπq2

˙

´ x
k´1
ź

j“1

ˆ

1 ´
x2

pjπq2

˙

‚ la série de fonctions
ÿ

kě2

pvk ´ vk´1q converge uniformément sur R` et `8 est une borne de R`.

Donc

lim
tÑ`8

V ptq “ lim
tÑ`8

`8
ÿ

k“2

vkptq ´ vk´1ptq “

`8
ÿ

k“2

lim
tÑ`8

pvkptq ´ vk´1ptqq

“

`8
ÿ

k“2

x

˜

k
ź

j“1

ˆ

1 ´
x2

pjπq2

˙

´

k´1
ź

j“1

ˆ

1 ´
x2

pjπq2

˙

¸

“ x
`8
ź

j“1

ˆ

1 ´
x2

pjπq2

˙

´ x

ˆ

1 ´
x2

π2

˙

par télescopage

D’où

sinpxq ´ x

ˆ

1 ´
x2

π2

˙

“ lim
tÑ`8

V ptq “ x
`8
ź

j“1

ˆ

1 ´
x2

pjπq2

˙

´ x

ˆ

1 ´
x2

π2

˙

D’où

sinpxq “ x
`8
ź

j“1

ˆ

1 ´
x2

pjπq2

˙

Q 30. On va appliquer le résultat de la question 19 avec S “
“

´π
2 ,

π
2

‰

, fnpxq “ ´
x2

pnπq2
.

Commençons par vérifier que pfnq vérifie bien les hypothèses de la question 19 :

‚ pour tout n P N˚, pour tout x P S, on a x2

π2
ď

1

4
donc fnpxq ě

´1

4n2
ą ´1.

‚ la série de fonctions
ÿ

ně1

|fn| converge uniformément sur S car :

}fn}8 ď 1
4n2 donc la série

ÿ

ně1

}fn}8 converge ce qui signifie que la série de fonctions
ÿ

ně1

|fn|

converge normalement donc uniformément sur S.
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‚ la série de fonctions
ÿ

ně1

f 1
n

1 ` fn
converge uniformément sur S car :

@n P N˚,@x P S,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f 1
npxq

1 ` fnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´2x

pnπq2 ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
π

pnπq2 ´ 1

Donc par passage à la borne supérieure sur S :

@n P N˚,

›

›

›

›

f 1
n

1 ` fn

›

›

›

›

8

ď
π

pnπq2 ´ 1
d’où

›

›

›

›

f 1
n

1 ` fn

›

›

›

›

8

“ O
nÑ`8

ˆ

1

n2

˙

On en déduit la convergence normale sur S (donc uniforme) de la série de fonctions
ÿ

ně1

f 1
n

1 ` fn
.

On peut donc maintenant appliquer le résultat de la question 19 avec pour x P Szt0u :

P pxq “

`8
ź

n“1

p1 ` fnpxqq “

`8
ź

n“1

ˆ

1 ´
x2

pnπq2

˙

“
sinx

x
, , et donc P 1pxq “

x cosx ´ sinx

x2
:

P 1pxq

P pxq
“

`8
ÿ

n“1

f 1
npxq

1 ` fnpxq
soit x cospxq ´ sinpxq

x sinx
“

`8
ÿ

n“1

´2x

pnπq2 ´ x2

On en déduit :
cospxq

sinpxq
“

1

x
´

`8
ÿ

j“1

2x

pjπq2 ´ x2

Q 31. On utilise l’indication. On a x2 sinpxq „
xÑ0

x3 et

x cospxq ´ sinpxq “
xÑ0

x

ˆ

1 ´
x2

2
` o

`

x2
˘

˙

´ x `
x3

6
` o

`

x3
˘

“
xÑ0

´x3

3
` o

`

x3
˘

Donc
lim
xÑ0

x cospxq ´ sinpxq

x2 sinpxq
“ ´

1

3

De plus pour tout x P
“

´π
2 ,

π
2

‰

zt0u, en utilisant la question précédente :

x cospxq ´ sinpxq

x2 sinpxq
“

1

x

ˆ

cospxq

sinpxq
´

1

x

˙

“ ´

`8
ÿ

j“1

2

pjπq2 ´ x2

Mais la série de fonctions
ÿ

jě1

gj où gjpxq “
´2

pjπq2 ´ x2
converge uniformément sur S car }gj}8 ď

2

pjπq2´ π2

4

d’où la convergence normale de la série
ÿ

jě1

gj et donc par le théorème de la double limite (on

aurait pu utiliser le théorème de continuité) :

lim
xÑ0

´

`8
ÿ

j“1

2

pjπq2 ´ x2
“

`8
ÿ

j“1

lim
xÑ0

´2

pjπq2 ´ x2
“

`8
ÿ

j“1

´2

pjπq2

D’où

´
1

3
“ lim

xÑ0

x cospxq ´ sinpxq

x2 sinpxq
“

`8
ÿ

j“1

´2

pjπq2
i.e.

`8
ÿ

n“1

1

n2
“

π2

6

Q 32. On applique le théorème de continuité des intégrales à paramètres. On note pour tout t P exemple de cours

s0,`8r, x Ps0,`8r, fpx, tq “ tx´1e´t.

‚ pour tout t ą 0, x ÞÑ fpx, tq “ epx´1q lnptqe´t est continue sur s0,`8r par continuité de exp.

‚ pour tout x P ra, bs Ăs0,`8r, pour tout t ą 0,

|fpx, tq| ď φptq avec φptq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ta´1e´t si 0 ă t ă 1

tb´1e´t si t ě 1
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et φ est intégrable sur s0,`8r, car φ continue par morceaux sur s0,`8r et :

— en 0 : φptq „
tÑ0`

1
t1´a et 1 ´ a ă 1 et t ÞÑ 1

t1´a intégrable sur s0, 1s (Riemann).

— en `8 : φptq “ o
tÑ`8

`

1
t2

˘

par croissance comparée et t ÞÑ 1
t2 intégrable en `8.

Par conséquence, Γ est continue sur s0,`8r.

Q 33. On raisonne par récurrence sur n :
initialisation : n “ 1, pour tout x ą 0,

g1pxq “

ż 1

0

ux´1p1 ´ uqdu “

„

ux

x
´

ux`1

x ` 1

ȷ1

0

“
1

x
´

1

x ` 1
“

1

xpx ` 1q
.

hérédité : soit n P N˚, supposons pour tout x ą 0, gnpxq “
n!

śn
k“0px ` kq

.

On effectue une intégration par parties (que je ne rédige pas) :

gn`1pxq “

ż 1

0

ux´1p1 ´ uqn`1du “
n ` 1

x

ż 1

0

uxp1 ´ uqndu (IPP)

“
n ` 1

x
gnpx ` 1q

“
n ` 1

x

n!
śn

k“0px ` 1 ` kq
hyp. de récurrence avec x ` 1

“
pn ` 1q!

śn`1
k“0px ` kq

Q 34. Soit x ą 0. J’applique le théorème de convergence dominée à la suite de fonctions pfnq définie
par :

@n P N˚,@t ě 0, fnpxq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

tx´1
`

1 ´ t
n

˘n si t ď n

0 si t ą n

On a :

‚ pour t ą 0, lim
nÑ`8

fnptq “ lim
nÑ`8

tx´1

ˆ

1 ´
t

n

˙n

“ tx´1e´t par la question Q6 ; la suite de fonctions

pfnq converge simplement sur s0,`8r vers t ÞÑ tx´1e´t.

‚ pour tout n P N˚, pour tout t ą 0,

|fnptq| ď tx´1e´t

$

&

%

évident si t ą n

d’après Q2 si t ď n

Et t ÞÑ tx´1e´t est intégrable sur s0,`8r ; déjà vu en Q32 mais rappelons le :

tx´1e´t „
tÑ0

1

t1´x
avec 1 ´ x ă 1 et tx´1e´t “ o

tÑ`8

ˆ

1

t2

˙

par croissance comparée.

Par conséquent, d’après le théorème de convergence dominée :

lim
nÑ`8

ż n

0

tx´1

ˆ

1 ´
t

n

˙n

dt “ lim
nÑ`8

ż `8

0

fnptq dtq “

ż `8

0

lim
nÑ`8

fnptqdt “

ż `8

0

tx´1e´tdt “ Γpxq

Q 35. Soit x P R˚
`. Pour tout n P N˚, par le changement de variable usuel u “ t{n, (u ÞÑ nu est de

classe C1, strictement croissante, bijective de s0, 1s dans s0, ns) :

ż n

0

tx´1

ˆ

1 ´
t

n

˙n

dt “

ż 1

0

pnuqx´1 p1 ´ uq
n
ndu “ nxgnpxq “ nx n!

śn
k“0px ` kq

Donc par la question précédente

Γpxq “ lim
nÑ`8

ż n

0

tx´1

ˆ

1 ´
t

n

˙n

dt “ lim
nÑ`8

nx n!
śn

k“0px ` kq
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Q 36. D’après Q29, sinpπxq “ πx
`8
ź

j“1

ˆ

1 ´
x2

j2

˙

et d’après Q35 :

ΓpxqΓp1 ´ xq “ lim
nÑ`8

nxn!
śn

k“0px ` kq

n1´xn!
śn

k“0p1 ´ x ` kq

Or pour tout n P N˚,

nxn!
śn

k“0px ` kq

n1´xn!
śn

k“0p1 ´ x ` kq
“

npn!q2

x
śn

k“1px ` kq
śn`1

k“1pk ´ xq

“
1

x

˜

n
ź

k“1

k2

px ` kqpk ´ xq

¸

n

n ` 1 ´ x

“
n

xpn ` 1 ´ xq

n
ź

k“1

ˆ

1 ´
x2

k2

˙´1

“
n

xpn ` 1 ´ xq

˜

n
ź

k“1

ˆ

1 ´
x2

k2

˙

¸´1

Or n

xpn ` 1 ´ xq
„

nÑ`8

1

x
donc par passage à la limite quand n Ñ `8 :

ΓpxqΓp1 ´ xq “ lim
nÑ`8

1

x

˜

n
ź

k“1

ˆ

1 ´
x2

k2

˙

¸´1

“
1

x

˜

`8
ź

k“1

ˆ

1 ´
x2

k2

˙

¸´1

“
1

x

πx

sinpπxq
“

π

sinpπxq

Q 37. On pose un “

n
ÿ

k“1

1

k
´ lnn. L’égalité demandée revient à montrer que la suite punq est

convergente. Pour cela, il suffit de montrer que la série télescopique associée
ř

un`1´un est convergente.
On a pour tout n P N˚,

un`1 ´ un “
1

n ` 1
´ ln

ˆ

n ` 1

n

˙

“
1

n

ˆ

1 `
1

n

˙´1

´ ln

ˆ

1 `
1

n

˙

“
nÑ`8

1

n

ˆ

1 ´
1

n

˙

´
1

n
`

1

2n2
` o

ˆ

1

n2

˙

“
nÑ`8

´1

2n2
` `o

ˆ

1

n2

˙

Donc un`1 ´ un “ O
nÑ`8

ˆ

1

n2

˙

donc la série
ÿ

pun`1 ´ unq est convergente donc la suite punq converge,

d’où l’existence de γ tel que un “
nÑ`8

γ ` op1q c’est à dire :

n
ÿ

k“1

1

k
“

nÑ`8
lnpnq ` γ ` op1q

Q 38. Soit x P R˚
`. Pour tout n P N˚, n! “

n
ź

k“1

k et e
řn

k“1
x
k “

n
ź

k“1

e
x
k .

nxn!
śn

k“0px ` kq
“

ex lnpnq

x

n
ź

k“1

k

x ` k
“

explnpnq´
řn

k“1
1
k q

x

n
ź

k“1

e
x
k

´

1 `
x

k

¯´1

Et d’après la question précédente lim
nÑ`8

explnpnq´
řn

k“1
1
k q “ e´γx d’où par passage à la limite et Q35 :

Γpxq “ lim
nÑ`8

explnpnq´
řn

k“1
1
k q

x

n
ź

k“1

e
x
k

´

1 `
x

k

¯´1

“
e´γx

x

`8
ź

k“1

e
x
k

´

1 `
x

k

¯´1
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