CENTRALE Maths 2 PC 2024

Eléments de correction

Q 1. Par récurrence sur n. Le cas n = 1 est clair.

Soit n € N*. Supposons I'inégalité vérifiée au rang n pour tous réels z1,- - , T,.
Soit x1,++ ,Tpe1, n+1 réels.
n+1 n n
(H(l + xk)> -1 = ’(H(l + xk)> —1+zp4 n(l + xx)
k=1 k=1 k

inégalité triangulaire

< (n(l +lzkl) | =1+ |znsa] H(l + |xk]) hypotheése de récurrence

n+1 N
< (ﬂ(H |a:k)> ~1
k=1

Q 2. Pour tout z € R, 1+ x < e* par une simple étude de la fonction x — e* —x — 1 ou par convexité
de exp (courbe située au dessus de la tangente en 0) ou par croissance de l'intégrale :

xr T
. poura:ZO,ez—l:J etdtZJ 1=z
0 0

0 0
. pourméO,ex—1=—J etdtZ—f 1dt = x.

x x
Par conséquent, comme 1 + xp > 0 pour xy, € [—1, +00[, on peut multiplier les inégalités (1 + z) < e®*

dek=1an:

ﬁ(l +x5) < ﬁ e’ = exp (i mk>
k=1 k=1 k=1

Q 3. Soit t € C, par développement en série entiere de 'exponentielle puis inégalité triangulaire puis
k= (k—2):

1 ho At <+OO \t|k< R L 2 It
|( +t)—€|——ZH \k2ﬁ\|t| ;2m—|t|€

Q 4. On a par l'inégalité triangulaire :

n—1 n—1
ja” = b = |(a—b) > afo" T < Ja— b Y |aF| " F < nMmHa - b|
—
k=0 k=0

<Mk Mn-1-k

Z Z
Q 5. Soit n € N*, on pose M = max {'1 + f‘ , ‘eﬂ}. D’apres les questions précédentes :
n

02 e[ 2) 6

n
Deplus,ona|1+%‘<1+

Sl

2

_11]%7 Ed

<nM" 1‘7) emn
n

y

z .
<nM™! ’1 + ——en
n

z| z | . ez . .
%‘ <e et len| < e (obtenu par inégalité triangulaire et DSE de exp)

donc
Lzl
M<en
et par conséquent,
2 2
Z\" IR EACANE] zZ|* (-vlzl 2l z
‘(1+—> —efl <nM" 1‘—' en <ue nooen =ue‘zl
n n n n

récurrence pas tout a fait

évidente

inégalité 1 + z < e

connaitre

attention pour multiplier
des inégalités, il faut bien
vérifier que les facteurs

sont positifs

il fallait utiliser le DSE de
exp et k! = (k —2)!

formule a™ — b™ =
n—1

(a—0) 2 akfpn—1-k

k=0



Q6.0na:

2
Vn e N*,0 < |u, —e*| < ‘Z—|e‘zl et  lim uelz 0
n n—+w n

donc par le théoreme d’encadrement,

lim |u, —€*|=0 clestadire lim w, =¢€*
n—+00 n—+00

Donc

N 400
1 N +1 1 1 1
li 1—- = li = - dov 1—- =) ==
N—lg-loo oot < n2) N—lg-loo 2N 2 don H ( n2) 2

Et pour N > 2, en séparant le produit pour n = 2k (alors n + (—=1)"*! = 2k — 1) et n = 2k — 1 (alors
n+ (=1)"*tt = 2k) :

2N vl 2N N N
(=0 = gy L e 07 = g L= [ oo =

Donc

) -

n=2

Q 8. Question ultra classique, on obtient (n + 2)W, 42 = (n 4+ 1)W,, par une IPP. Je laisse cela au
lecteur pour l'instant.

L’expression de Wy, 1 s’obtient alors par récurrence (pour l'init, Wy = 1)

Q 9. On utilise la formule de Stirling :

nl o~ 27m(g)n et (2n)! ~ +/2n(2n) <2">2n

n—+0o0 n—+0o0 e

D’ou

W 22 (n))? 22" 271n(n/e)? 1\/?
LT 2n 4 1) (20)! notw (2n) 2¢/@n(2n/e)?" nto 2

Puis, pour n > 1,

n n 4]€2 1_[1 ™
= R ——/ LUTPO) ) U i S—— ) 1\W2 ~ =
,ﬂ( = W =" G o~ 00 W 500
Donc
+o0
II 1+_443;4, — I
ol 4n? —1 2
Q 10. Pour tout N > n, d’aprés Q2 (sachant que —P(A,) > —1) :
N N
0< [ (1-PA,)) <exp (Z —IP’(A,,))
p=n p=n
N
Or la série >, P(A,) étant divergente et a termes positifs, on en déduit Nlin+1 Z P(A,) = 400 et par
—+00
n=p



conséquent,

N
o (§

On conclut avec le théoréeme d’encadrement que H (1-P(4,)) =0.
p=n
définie par B,, = U A, est décroissante pour I'inclusion donc par continuité
p=n

(0+)- ()

neNp=n p=n

() (0)

Et par continuité décroissante appliquée a la suite (Cy)g=n ot Cq = ﬂ pr, décroissante pour l'inclusion :
p=n

q q +
P (ﬂ Ap> = lim P (p@A,,) oz, Jm [[P() =TT -P4,) = 0

p=n p=n p=

(o) () - e (7)) -

Q 12. Soit x € S et n € N*.

Q 11. La suite (By,)

neN

décroissante,

Or pour tout n € N,

8

3

D’ou :

Quir — —(fllwn ><1unﬂu>n

< exp (Z |fk(1')|> | frt1(@)]
Q2 k=1
< exp (Ro(2)) | fn41(x)] car Z | fr( Z |fi(z)] = Ro(w)

Et par le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions, sachant que |f,| est continue et
> | ful converge uniformément sur S, on en déduit que Ry est continue sur le segment S donc Ry est
bornée.

Par conséquent, il existe M > 0 tel que pour tout = € S, Ry(z) < M d’ou :

QnJrl - Qn < eRO(w)|fn+1($)‘ < €M‘fn+1(l‘)|

Q 13.0na

[Pry1(z) = Po(@)] = [1+ frga(z) =1

H 1+ fr(x

<|far(x H L+ |fi(x

(1+|fn+1( )= 1) Qu(z)

Q 14. Commencons par la convergence simple. Soit x € S. Pour tout n € N*,

jzml Pu(a)) + Pi ()

il faut penser a la démons-
tration liant série télesco-

pique et suite associée



Et la série 2 Pyy1(x) + Pp(z) est absolument convergente (donc convergente) car |Pyq1(z) — Px)| <
k=1
eM|frs1(x)| et la série Y, o [ frr1(z)| est convergente car la série de fonctions Y, |fx| converge uni-

formément. Par conséquent, la suite (P, (r)),-, est convergente et :

+00 +0
P(x) :k71(1+fk(ff)): Jim P (2 Z (Prs1(z) — Pr(x)) + Pi(2)
Pour tout n € N* pour tout = € S, en utilisant le télescopage :
+00
Y, (Prsa(z) = Pil)) = im Py (z) = Po(@) = P(z) = Pa(2) :
k=n
+00 +00 +00
| P () — Z (Prt1(z) = Pu(@)| < D [Pera(e) = Pu(@)] < 3 M| frsr(@)] = M Ry (2)
k=n k=n k=n
+00
En notant R, (z) = Z | f(z)|. D’ou par passage & la borne supérieure :
k=n+1

[P = Plloo < e[ Rl

Or liIJrrl |Rn|+0 = 0 car la série > |fn| converge uniformément d’ou
n——+0oo

lim [P, — Pl =0
n— 400

Donc la suite (Py,)nen# converge uniformément vers P sur S.
Q 15. Pour tout n € N*| P, est continue sur S par produit (fini) de fonctions continues (fj continue)
et la suite de fonctions (P,),>1 converge uniformément sur S donc par le théoréme de continuité de la

limite d’une suite de fonctions. De plus pour tout z € S fixé,

= Y (1 + fi(a))
k=1

Et la série Z In(1 + fx(x)) est convergente car :
k=1

o la série Y |fx(x)| est convergente (par convergence simple de > |fx|)

e donc kgrfm fe(x) =0
e ct In(1 + fr(x)) kjfoo (fr(x))

Par conséquent, lirf In(P,(x)) = Z In(1 + fx(x)) = L € R. Par conséquent,
n—-+00
k=1

hm Py(z) = lim ™) — ¢l 50 done P(z) >0

n—+00 n—+00

. Je pose pour tout n € et x € , folz) = —e” *. Nous allons appliquer la question
16. J tout N* et R* ne
précédente ; pour cela, nous devons vérifier toutes les hypothéses sur la suite (fy,).

Soit [a,b] un segment inclus dans R¥. On a

e pour tout n € N*, et z € [a,b], fu(z) > —1 car e ™ <1

e la série de fonctions > _, [fn| converge uniformément sur [a,b] car :

— | fn(x)] = e < e~na’ ,dot | frleo < e~ et 1a série 3 e~ converge puisque
ge puisq

e~ne’ SO (%) d’ou la convergence normale de la série Y., _; | fn| sur [a,b].

Par conséquent, d’apres les deux questions précédentes, f est bien définie et continue sur [a, b] et ceci

pour tout segment [a,b] inclus dans R¥ donc f est continue sur R¥.

Q 17. Soit z,y deux réels tels que 0 < z < y.

I’égalité clé de
cette question est

1o (Prgr () = Pi(2)) =
P(z) — Po(x)



Alors pour tout n € N*, —nz? > —ny? donc 1 — e’ > 1 e > 0, donc en multipliant ces

inégalités :
N
[[a-e

Donc f est décroissante sur R .

(1- e*"yrz) d’ou  f(z) = f(y) par passage a la limite N — 400

::]2

n=1

Limite en 0. On applique la question Q2 :

N N
Yz >0 VNGN*, 0< H (]_76*77@2) gexp(Z en;ﬁ)

n=1 n=1

+00 2
; —€ P s . _ N
Or pour tout x > 0, Z —emne® = [ (série géométrique de raison e @ ¢ [0,1]) d’olt par passage
J— ei
n=1
a la limite quand N — 400 :

—e

_J;2
V>0 0< f(z)<exp (12>
— e xT

2 2
. —e 7 . . —e T PR
Or lim —— = —w d'ou lim exp [ ——— | = 0 donc par théoreme d’encadrement :
z—0t 1 —e 7% z—0+t l1—e*
lim
lim, f(x) =

Limite en +0o0. On applique la question Q1 puis Q2

(1- e_]””z)> 1< (H 1+ ’—e—’”z
1 k=1

+o0 —a?
N . . .1 p— 2
Donc par passage a la limite quand n — +00, en utilisant Z R
k=1

1=

Vx>0 VneN* ‘(

k

Vr>0 |f(z)—1] < eXp<62> 1
1—e"®

2

—x —a?
Or lim £ - 0 donc lim exp <1€2> = 1 d’ou par théoréme d’encadrement :

ot ] — e—T? z——+00 — e

lim |f(z)—1] =0 soit mll)r}rlaof(:r) =

r——+00

Q 18. Soit n € N* par dérivation du produit P, (z) = H (14 fr(x)),
k=1

:3

VeeS P(x Z L+ fel@) = Y a2y > fi(x)
k=1 k=1

Z=1 1+ fk(a:) = + fk(a:)
L#k
Q 19. Notons pour z € S, T'(x Z et pour n € N* T, (x) = i M On a
1+fk k:11+fk(x)

VneN* VeeS |P)(z)— P@)T(z)] = |Pu(z)Ty(z) — P(x)T(z)]

= |Pa(2) (To(z) = T(x)) + T(x) (Po(x) — P(2))
S |Po ()| [T (2) = T(@)] + T ()] | Pa(2) — P()]

Or la suite (P,) converge uniformément vers P donc par la suite (| Py o) oy €St bornée; il existe M = 0



| Prllc < M pour tout n € N*. /
1 : - I

v TH T est continue et la série 2 T

n>=1 n

converge uniformément sur S, par application du théoreme de continuité de la somme d’une série de

De plus, comme pour tout n € N*, £, est de classe C!

fonctions, T' est continue sur le segment S donc T est bornée. Par conséquent :

VneN* VezeS |Pi(x)—P@)T(x)| < |Pu(@)||Tu(x) — T(x)| + |T(2)||Pa(z) — P(x)]
< |Palloc [Tn = Tloo + | Tloo | P = Plloo
——

<M

Donc par passage a la borne supérieure,

VneN*, [P, = PT|w < M|Ty = Tl + | T P = Plloo

Or par convergence uniforme de la série Z la suite (7},) converge uniformément vers T : on

fn
n>1
a hm |T, — T|loo et d’aprés la question Q14, hm | Py — Pl = 0.

n—+

Donc par théoréme d’encadrement,
lim [P, — PT|x =0
n— -+

Donc la suite de fonctions (P,,),, converge uniformément sur S vers x — P(z)T(z) : pour tout
zes, nlﬁirf@ P/ (z) = P(x)T(x).

On peut maintenant appliquer le théoréme de dérivation de la limite d’une suite de fonctions :

e pour tout n € N*, P, est de classe C! sur S;

e la suite (P,) converge simplement sur S vers P

e la suite (P)) converge uniformément sur S vers x — P(z)T(z)

Par conséquent, P = lim P, est de classe C! sur S et pour tout z € S, P'(z) = P(z)T(z) or P(z) # 0

n—+00

d’apres Q15, d’ou :

(z)
Vo e S, Pl) Zl+fn

Remarque : ’égalité ci-dessus s’obtient par un simple passage da la limite quand n — +00 dans [’égalité
de la question Q18.

Q 20. D’apres la formule du binéme de Newton,

.2§1(2n;—1) <(2nij1)ka_(27<1_+i)i)ka>

k=0

Pn(X) =

S

SIS

g2n+1 _ (_ )2n+1 N
( (2n + 1)2n+l X +R(X)> avec R € Ry, [X]

(_1)n 2n+1
st R(X)

Donc P, est un polynéme de degré 2n + 1.

Q 21. Soit k € [[0, 2n]).

i.’[k 2n+1 Zl’k 2n+1
2iP, (zp) =1+ — (11—
n(@) < 2n+1) < 2n+1>
2n+1 2n+1
A _k - k |k k
B cos(%il) +zsm(2n11> cos(QnL) —zsm(2 L)
k k
cos (527) cos (577 )



donc

QZPn(xk) = “—k <€2n+1 (2n+1) o T (2n+1))
n+ s
cos (2n+1)
1 ) .
=y @ e ) =0
2n+1 ( _F7T
cos <2n+1)

Donc xy est une racine de P, pour tout k € [[0, 2n].
{xk, k € [[0,2n]]} contient 2n + 1 racines de P,, qui est un polyndéme de degré 2n + 1; on a donc toutes

Mais k — 1z, est injective (par injectivité de la fonction tangente sur [O [u ] R 77[)7 donc ’ensemble

les racines de P,.

Q 22. On va regrouper les racines zj deux a deux, en remarquant que pour 1 < k <n :
m+1—keln+1,2n] et:

2n+ 1) —km km km
ZTont1—k = (2n—+1)tan ((2n11) = (2n+1) tan <7r T 1) = —(2n+1) tan (2n - 1) = —xy

D’apres la question précédente, il existe p € C tel que

PuX) = [ [(X =) = (X —a0) [ (X =) [] (X —a0)
k=0 k=1 k=n+1

= uX H(X — ) H(X — Topt1-k) changement d’indices
k=1 k=1 M

=—x

k=1
n n X2 _ xg
=MH(_$i)XH _ 2 .
k=1 k=1 k
. n n X2
=p(-0" 23 x] (1 - )
k=1 j=1 J
=X

11 suffit de poser A = p(—1)" n x} pour obtenir I'égalité demandée.
k=1

Q 23. En reprenant la définition de P, sachant que P, (0) est le coefficient en X dans P,,(X), on a :

P0) = 1<2n+1>i1—(—i)1 .

9 1 on + 1

De plus en dérivant P,, avec l'expression de la question Q22, en notant @, (X) = H;;l (1 — X—;) :

P(X) = A (XQu(X) + Qu(X)) doit P;(0) = AQn(0) = A

Donc A = P/(0) = 1 d’ott le résultat.
Q 24. Soit z € R.

iz 2n+1 ir 2n+1
D’apres 1 ti 6, li 1 =e® et i 1— = ¢ donc :
apres la question Q 7niri1w< +2n+1> e’ e n_l)rfw( 2n+1> e onc

ii (e — ™) =sin(x)

nLHEOO Pn(x) - 2

Donc la suite de fonctions polynomiales (P,) converge simplement vers sin sur R.
Q 25. Soit t € R, et k un entier > 2.

Je note () = (2[t] + 1) tan (2&]'7; 1).




e Cas1:t<k—1. Alors v (t) = vp_1(t) = Pyj(z). L'inégalité est claire.
e Cas2:k—1<t<k AlorS[J—k—let z;j(t) = zj(k —1). Donc :

2
’Uk(t) :P[tJ( ) Py 1 _LCH <1—

> (d’apres Q23)
et vp_1(t) = x 1_[ <1 — :vazt)2> = vy(t) . L’inégalité demandée est alors évidente.

P
(- 550)

(8 = o0 (0] = s 01| (1= ) =1 = a2

=

x?
53 :t > k. Alors = Up_ 1-—— ) =
e Cas 3:t=k. Alors vg(t) = vi—1(t) ( xk(t)2> x

J

Or pour tout u € [0, 5 [, tanu > u (inégalité des accroissements finis & partir de I'inégalité tan’(u) =
1+ tan?(u) > 1), d’ott xx(t) = kn. Par conséquent,

x? x?

e S Ol

vk (8) = vk—1(8)] = |k (D)

Q 26. Soit t € R, et k € N*.

Premier cas : t = k. On applique 'inégalité triangulaire puis 'inégalité de la question 2 :

k k 22 k 22
luk ()] = ]‘[ E <|x|H<1+W)<|xexp<ZW>

Jj=1

Or z(t)*> = (jm)? (cf question précédente) et par croissance de la fonction exp :

k 2 k 56'2
) <l (2555 ) <o 55

Deuxieme cas : t < k. On utilise le premier cas pour obtenir la premiere inégalité, puis la croissance

de exp :

2] 22 L 72 k 22
ol = Ayt =+ 11 (1 -G ) .5 |xexp<g ><|xexp<§(ﬂ)2>

Q 27. On met bout a bout les inégalités des deux questions précédentes,

Vk = 2,Vt € R+, |Uk(t) — 'kal(t)| < mh}kfl(t”

D’ou par passage a la borne supérieure,

| |3 a2 1

Donc la série Z vk — vi—1]loo est convergente, ce qui signifie que la série de fonctions Z (v — vk—1)
k=2 k=2
converge normalement donc uniformément sur R .

Q 28. Soit ke N*. On a

j']r j’lT . j’iT _ i
tan < > ~ donc tEIPOO tan < ) @l +1) = jm

20t] +1) t=+0 2|t] + 1




D’ou par produit fini de limites finies :

k 2 k
i o) = Jim e [T |1 S : |-+ 11(-57)
j=1 (tan (%) (2[t] + 1)) j=1

Soit t € Ry. Pour tout entier k > ¢, v (t) = P¢j(x) donc

li = P
Jm v (t) = Py(2)

Q 29. Je note pour t e R, :

+00
V() = 3 @0k0) = vea(®) = lim vi(®) = a(t) = Ply(a) = (0
k=2

- . . . . x?
D’apres la question Q24, tEIJPoc Pyj(z) = sin(z) et tkinoo vi(t) =z (1 - 71_2) donc :

lim V(t) = sin(z) — (1 - ji)

t—+00

Calculons maintenant . lir+n V() a l'aide du théoréme de la double limite :
—+00

)= (- )

e la série de fonctions Z (vk — vgp—1) converge uniformément sur R, et +00 est une borne de R...

e pour chaque k > 2, d’apres la question précédente :

k 2
. T
im0 —ves) =] (1
J=

k=2
Donc
+00 +00
i, V(O = T 3 ou(0) = ues(t) = 3]l () — vena(6)
+o0 k 2 k-1 2
T x
= xz ; - - 75
Z (H < <m>2> H ( <m2>>
+00 2 2
T ,
=z < 2) T (1 2) par télescopage
i1 (47)
D’ou
2 +% 22 22
sin(z)x(lz)— lim V(t) =z <1 2)1:(1 2)
T t—+00 i (jm) T
D’ou

Q 30. On va appliquer le résultat de la question 19 avec S = [fg, g], fo(z) = f( x 2R
nm
Commencons par vérifier que (f,) vérifie bien les hypotheses de la question 19 :
x? 1 -
e pour tout n € N* pour tout x € S, on a — < - donc f,(z) > — > —1.
w2 4 4n?

e la série de fonctions Z | fr| converge uniformément sur S car :

n=1

| fnlo < 4iz donc la série Z | frllco converge ce qui signifie que la série de fonctions Z | fn]
n=1 n=1
converge normalement donc uniformément sur S.

on va calculer lim V(¢)
t—400
de deux manieres diffé-

rentes

les deux questions précé-
dentes me font penser & ap-
pliquer le théoreme de la
double limite a la série de

fonctions > (v — vk—_1)



!
n

e la série de fonctions Z converge uniformément sur S car :

n>1 1+ fn

/
" n(2)
Vn e N* Va e S, ll-l—fn(l‘)

—2x ‘ 7r

(nm)?2 —1 < (nm)? —1

Donc par passage a la borne supérieure sur S :

/ !’ 1
vnent, || <« T gon || _o (L
1+ fol, (nm)?—1 L+ fnll, n—+e \ n?
f/
On en déduit la convergence normale sur S (donc uniforme) de la série de fonctions Z ﬁ
n=1 n
On peut donc maintenant appliquer le résultat de la question 19 avec pour = € S\{0} :
+00 +00 2 . .
x sin x , rcosT —sinw
P(x)=ﬂ(1+fn(x))=ﬂ( —W> == etdonc Pl(a) = ————
f}’)’(m) _ -io fl(x) soit xcos(w).— sin(x) _ -io —223: i
() =1+ fal2) xrsinz = (nm)? —x
On en déduit :
cos(z) 1 io 2x
sin(z) =« = (jm)2 — 22
Q 31. On utilise 'indication. On a 2 sin(z) ~, 23 et
: a? 2 a? 3 —° 3
x cos(x) — sin(x) ot 1—?—%0(:5 ) —x+€ +o(2%) o T—ko(:c )
Donc
lim xcos(:z:).f sin(x) _ 1
z—0 x?sin(z) 3

De plus pour tout € [—%, 2] \{0}, en utilisant la question précédente :

zcos(z) —sin(z) 1 <cos(x) 1) _*ZO:O 2

2 - . B 2 _ 2
x? sin(z) x \sin(z) = = (jm)2 —x
Mais la série de fonctions Z g; ou g;j(z) = _72 converge uniformément sur S car |g;[o <
j>1 ! ! (‘77[-)2 - :172 !
(’)2#”2 d’oul la convergence normale de la série 2 g; et donc par le théoréme de la double limite (on
JT) = "
j=1
aurait pu utiliser le théoréme de continuité) :
) +o0 9 +o0 ; ) +o0 _9
im—» —5——5 = im ——— =
o V2 _ 2 50 ()2 — 22 2
=0 S ()2 -2t Heo0 ()2 —a? o ()
D’ou
i Mos(f)f sin(r) _ 55 2 e io 1 L
3 250 x? sin(x) = (ym) = 6

Q 32. On applique le théoréeme de continuité des intégrales a parametres. On note pour tout t €
10, +oo[, = €]0, +oo, f(z,t) = t*"Le i

e pour tout t > 0, x — f(x,t) = e DMBe=t est continue sur ]0, +0o[ par continuité de exp.

e pour tout z € [a,b] <]0, +0[, pour tout ¢ > 0,

t*let si0o<t<1

x,t)| < () avec t) =
Fanl<e) avee o) =], ", S
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et ¢ est intégrable sur ]0, +oo[, car ¢ continue par morceaux sur |0, +oo[ et :
— en 0: ¢(t) ~ = et 1 —a < 1et¢t— 77 intégrable sur ]0,1] (Riemann).
t—0

— en 400 : () S0 (t%) par croissance comparée et t — t% intégrable en +oo.

Par conséquence, I' est continue sur |0, +oof.

Q 33. On raisonne par récurrence sur 7 :

initialisation : n = 1, pour tout = > 0,
1 z z+1 71 1 1 1
a0 = [ wt a0 -
0

0 x z+1

r x4l z(x+1)
n!
hérédité : soit n € N*, supposons pour tout > 0, g,(2) = =———~.
[Tio(z + k)
On effectue une intégration par parties (que je ne rédige pas) :

1 1
Inr1(x) = J w1 —u)" T du = nr f u*(1 —u)"du (IPP)

0 € 0

n+1

= n(r+ 1
o 9n(z+1)

n+1 n!

= = hyp. de récurrence avec x + 1
r [[i_ol@+1+k) P
(n+1)!

L@+ k)

Q 34. Soit x > 0. J’applique le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (f,) définie

par :
L (1=-8" sit<n
VneN*Vt>0, fu(z)= (-3 )
0 sit>n
On a:
n
e pourt >0, lim f,(t)= lim #*~! (1 — =) =1t*"te7! par la question Q6 ; la suite de fonctions

(fn) converge simplement sur |0, +oo[ vers ¢ > t*~le~t.

e pour tout n € N*, pour tout ¢ > 0,

w1 1 évident sit>n
[fn(®)] <t*e
d’apres Q2 sit<n

Et t — t*~le~t est intégrable sur 0, +oo[ ; déja vu en Q32 mais rappelons le :

1 1 ,
~ avecl —x <lett®™ et =o (152 par croissance comparée.

-1 _—t
t* e =
t—0 tl—z t—+00

Par conséquent, d’aprées le théoreme de convergence dominée :

n £\ +00 +0o0 +00
I (1 - > dt = lim fo(t) dt) = J Hm  f,(t)dt = J 7 letdt = T'(x)
n

n—-+00 0 n—+00 0 0 n—+0o0 0

Q 35. Soit z € R¥%. Pour tout n € N*, par le changement de variable usuel v = t/n, (u — nu est de

classe C, strictement croissante, bijective de ]0,1] dans ]0,n]) :

n n 1 |
J £ (1— 2) dt - f (nu)*™ (1 = w)" ndu = n*ga(z) = n* "

0 0 [Ti—o(z + k)

Donc par la question précédente

n t\" n!
I'(z) = lim ot (1 - ) dt = lim n*"—F———
n—>+w J, n n—to  [[i_o(z+ k)

11
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Q 36. D’apres Q29, sin(nz) = mx n <1 — £52> et d’apres Q35 :
; J
Jj=1

n*n! nl=%nl
I'(x)I'(1 — i
(@) —) = n=>too [Tico(@ + k) [Tioo(l =z + k)

Or pour tout n € N*,

nn! nt=*n! n(n!)?

Fo@ R T —a+k) o[ (x+ k) k—a)

Il
SR
bl
ﬂ- 3
=
+
|
—~| N
Bl
|
&
N—————
3
+
—3
|
=

k=1
-1
n =~ z?
- 1— =
x(n+1—x) (E( k2>
n 1
Oor —— — donc par passage a la limite quand n — +o0 :

z(n+1—2x) n—tm T

rono—n- e (10-2)) - L([10-2)) Lo - w

k=1

n
Q 37. On pose u, = Z — — lnn. L’égalité demandée revient & montrer que la suite (u,) est

k=1
convergente. Pour cela, il suffit de montrer que la série télescopique associée > up 41 — Uy, est convergente.

1 1
2n2 to n2

On a pour tout n € N*|

-1

1 1 1 1 1 1 1 1

o (M) ) w14 (1_) !
n+1 n n n—+0w n n n
n—>+oo2n2 ( )

1 - .
Donc upy1 —u, =0 (2 donc la série Z(u"“ — uy,) est convergente donc la suite (u,) converge,
n—+w \ N

d’ou lexistence de « tel que wu, =0T o(1) c’est a dire :
n—-+0o

Q 38. Soit = € R%. Pour tout n e N*, n! = n ket eXk=1 % = ek.

nn! e In(n)

Men ™ e M= 5 000

Et d’apres la question précédente 1irJIrl (M= &) — ¢=7® Pon par passage a la limite et Q35 :
n—+00

ez(ln(n) 21 3 e T R

o=, O e (8 - [ ()

k=1 k=1

12



