Mpi Devoir surveillé 4 - sujet X-ENS

Probleme 1 - Algébres de Lie trigonalisables (ENS Lyon 1990)

V' désigne un espace vectoriel de dimension finie n > 1 sur C.

Une partie % de Z (V) est dite trigonalisable quand il existe une base de V' dans laquelle la matrice de tous les éléments
de # est triangulaire supérieure.

Un sous-espace W de V est dit stable par % quand pour tout u € %, W est stable par u.
Pour (u,v) € .Z(V)?, on pose [u,v] =uov —vou.

On dit qu’une partie Z de .Z(V) est une algeébre de Lie (d’endomorphismes) quand
— Z est un sous-espace vectoriel de Z (V)
— pour tout u,v € F, [u,v] € Z.

La dimension d’une algebre de Lie est sa dimension en tant qu’espace vectoriel.

Si .Z est une algébre de Lie, on appelle idéal de .%# tout sous-espace vectoriel .# de .% qui vérifie la propriété suivante :
pour tout u € & et v € F, [u,v] € ..

Enfin, par isomorphisme entre .2 (V') et .#,(C), on définit les mémes notions dans .#,(C) : [A, B] = AB — BA, ensemble
trigonalisable de matrices, algébre de Lie de matrices, idéal d’une telle algebre, etc.

I.

Q 1. Montrer que pour qu’une partie % de £ (V) soit trigonalisable, il est nécessaire qu’il existe un vecteur propre
commun & tous les éléments de .%.

On suppose dans la suite de cette partie que tous les éléments de .# commutent deux a deux, i.e. pour tout (u,v) € F?
UOV =V OU.

Q 2. Soit u € Z, A une valeur propre de u et V) (u) le sous-espace propre de u associé a cette valeur propre. Montrer
que Vy(u) est stable par .Z.

Q 3. Montrer que les éléments de .% ont un vecteur propre en commun. On pourra procéder par récurrence sur 7.

Q 4. Montrer que .% est trigonalisable. On pourra travailler avec des matrices.

II.

Q 5. Soit .# une algebre de Lie de dimension 2 et u,v deux éléments de .# tels que [u, v] # 0. Montrer qu’il existe ¢, w
non nuls dans .# tels que [t,w] = w.

Q 6. Soit .#,.#' deux algébres de Lie de dimension 2 dans chacune desquelles on peut trouver deux éléments u, v tels que
[u,v] # 0. Montrer qu'il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels ¢ de .# dans .%’ tel que pour tout (u,v) € .Z2,

¢(lu,v]) = [p(w), p(v)]-

On dit qu’une algébre de Lie est résoluble quand il existe une suite croissante {0} = %, C F C ... C %, = F de
sous-espaces de .Z tels que pour tout k € [1, p], pour tout (u,v) € F2, [u,v] € Fp_1.

Q 7. Montrer que toute algébre de Lie de dimension < 2 est résoluble.

I1I1.

Soit .# une algébre de Lie, .# un idéal de % et £ une forme linéaire sur .#.
On note alors W ={z €V / Vv e . wv(z)={(v)z}. On veut montrer que W est un sous-espace stable par .Z.

Soit u € F et x # 0 un élément de W. On définit par récurrence la suite (xx) par : zp = x et pour tout k£ € N,
i1 = u(zk).

Q 8. Montrer que pour tout k € Net v € 7, v(zx) — l(v)xs € vect(xo, T1,...,Tp—1).

Q 9. Soit U le sous-espace engendré par les vecteurs xy, (k € N). Montrer que U est stable par . U {u}.

Q 10. Montrer que tr([u,v]|y) = dim U x £([u, v]) (trace de la restriction de [u,v] & U) : on pourra utiliser une base bien
choisi de U.



Q 11. Montrer que W est stable par &

IV.

Soit # une algébre de Lie résoluble.

Q 12. On note d = dim.%#. Montrer qu’il existe un idéal .# de .% de dimension d — 1. Montrer que . est aussi une
algébre de Lie résoluble.

Q 13. Montrer que les éléments de .% ont un vecteur propre commun.
Q 14. Montrer que .% est trigonalisable.

Q 15. Montrer que réciproquement toute algébre de Lie trigonalisable est résoluble.

Probléme 2

I désigne lintervalle |0, 4o00].

I. Une intégrale & paramétre

Pour tout x € R on pose, sous réserve d’existence,

( ) +o0 e~ o0 e~
F(x) = ——du et K:/ — du
o Vulutaz) 0o Vu
Q 1. Démontrer que ¢ : u — 87 est intégrale sur I et déterminer les valeurs de x pour lesquelles F'(x) est définie.
u
1
Q 2. Montrer que F est solution de I’équation différentielle : xF'(z) — (x — é)F(ac) =-K.

Q 3. Pourtout z €1l,on pose G(x) = y/xe " F(x). Montrer qu’il existe une constante réelle C' telle que pour tout x € I,

G(x) OK/

Q 4. Déterminer les limites de G en 0 et 400, et en déduire la valeur de K.

II. Etude de deux séries de fonctions

—nxT
Dans toute cette partie, on pose f(x Z T et g(x Z N

Q 5. Montrer que f et g sont définies sur 7. On admet que f et g sont continues sur I.

Q 6. Montrer que f(z) ~ \/? lorsque  — 0.
xr

Q 7. Montrer que la suite (Z N 2\/5) converge.

n=1

Q 8. Démontrer que pour tout x > 0, la série Z (Z \f) "™ converge et exprimer sa somme h(z) en fonction de
n=1
f(z) pour tout z € I.

JF

Q 9. En déduire un équivalent de h(x) lorsque x — 0. Montrer alors que g(x) est équivalent & 2232

lorsque = — 0.

ITI. Séries de fonctions associées a des ensembles d’entiers

A tout ensemble A C N on associe la suite (a,) définie par

o — 1 sine€A,
"7 1 0 sinon.



Soit I4 I’ensemble des réels > 0 pour lesquels la série Z ape” "™

n=0
x € I4. Enfin, sous réserve d’existence, on pose ®(A) = lin%) xfa(z) et on note S 'ensemble des parties A C N pour
z—

+oo
converge. On pose fa(x) = Zane*m pour tout
n=0

lesquelles ®(A) existe.
Q 10. Quel est ’ensemble I, si A est fini? Si A est infini?

Q 11. Soit A € S et (ay) la suite associée. Pour tout entier naturel n, on note A(n) ’ensemble des éléments de A qui

sont < n. Vérifier que pour tout z > 0 la série Z card(A(n))e™"* converge et que
n=0

- na_ _Sa@)
nz::Ocard(A(n))e ={_c=

Dans la question suivante, A = A; désigne ’ensemble des carrés d’entiers naturels non nuls.

“+oo
Q 12. Montrer que si > 0, fAi(f)x = Z |v/n]e ™ ou |-] désigne la partie entiére.
—e
n=0

En déduire un équivalent de fa, en 0. Prouver alors que A; € S et donner ®(A;).

Dans la question suivante, A = A5 désigne ’ensemble constitué des entiers qui sont la somme des carrés de deux entiers
naturels non nuls. On admet que As appartient a S, et on désire majorer ®(As).

Soit v(n) le nombre de couple d’entiers naturels non nuls (p, q) pour lesquels n = p? + ¢

Q 13. Montrer que pour tout réel x > 0, la série Z v(n)e™ " converge et établir que
n=0

+oo

D v(n)e ™ = (fa, (@))%

n=0

Montrer alors que pour tout z > 0, fa,(2) < (fa,(2))?. En déduire un majorant de ®(A4,).



I1.
Q 5.

II1.
Q 8.

Devoir surveillé 4 - sujet X-ENS - Corrigé

Probléme 1

Le premier vecteur d’une base commune de trigonalisation est effectivement un vecteur propre commun a tous les
éléments de F : la condition est donc bien nécessaire.

Soit v € .Z. Soit x € V) (u). Alors u(z) = Az, donc vou(x) = Av(x), or u et v commutent donc on a u(v(z)) = Av(x)
donc v(z) € Vy(u).

Vi (u) est donc stable par tous les éléments de %, donc stable par ..
Si n =1, le résultat est immédiat car tout vecteur non nul est propre pour tout endomorphisme.
Sin > 1 et si tous les éléments de . sont des homothéties, le résultat est encore évident.

Sinon, on choisit v € % non homothétie et A 'une de ses valeurs propres (elle existe car nous sommes sur C).
Le sous-espace V) (u) est strictement inclus dans V, donc de dimension < n, et il est stable par .%. On peut alors
appliquer ’hypothése de récurrence aux endomorphismes induits sur Vy(u) par les éléments de .# (qui commutent
bien) : ils possédent un vecteur propre commun, ce qui donne le résultat voulu.

On procéde par récurrence sur n, matriciellement. On fixe une base # de V et on considére I’ensemble ¥ des
matrices des éléments de . dans cette base.

Pour n = 1, le résultat est évident.

Sin > 1, considérons le sous-ensemble 4T composé des transposées des éléments de 4. On peut appliquer la question
précédente aux éléments de 47 car ils commutent entre eux : ils possédent donc un vecteur propre commun, qui
est un élément X € ., 1(C),

Pour chaque A € ¢, on peut donc écrire ATX = \X, i.e. XTA=)\XT.
On pose alors ¢ la forme linéaire de matrice X' dans la base 2 : pour tout u € .%, on peut écrire p o u = Ap.
1l est alors clair que ’hyperplan H = Ker ¢ est stable par tout u € % car ¢(z) = 0 implique ¢(u(x)) = 0.

L’hypothése de récurrence s’applique alors aux endomorphismes induits sur H par les éléments de .# (qui commutent
bien) : ils se trigonalisent, simultanément, dans une base (ey,...,e,—1) de H. En complétant cette base de H par
un vecteur e,, on obtient une base de V' dans laquelle la matrice de chaque u € % est triangulaire supérieure, ce
qui achéve la récurrence.

Notons d’abord que (u,v) est libre, sinon le crochet serait nul. (u,v) est donc une base de .Z.

Puisque .# est une algebre de Lie, le crochet [u, v] appartient & .% : [u,v] = au + fv. Nommons w ce crochet (non
nul par hypothése).

Quitte a échanger u et v, on peut supposer 8 # 0. On a alors [u, w] = [u, au + fv] = Blu, v] = Pw et en considérant
maintenant ¢t = u/f3, on a : [t,w] = w.

On choisit dans .% un couple (¢,w) tel que défini dans la question précédente : c’est bien stir une base de .%#. On
fait de méme dans .’ avec un couple (', w’).

On pose alors ¢ 'application linéaire de .# dans .Z' telle que ¢(t) = t' et ¢(w) = w’. Comme ¢ transforme une
base en une base, c’est un isomorphisme. De plus, pour tout u,v € F, u = at + bw et v = ¢t = dw donc [u,v] =
(ad — be)[t,w] = (ad — bc)w et de méme [¢(u), d(v)] = (ad — be)[t',w'] = (ad — be)w' = (ad — be)d(w) = ¢([u, v]).

Si [u,v] = 0 pour tout u et v dans .%, c’est-a-dire si .# est commutative, alors la suite {0} C .% convient (notons
que c’est toujours le cas si dim & < 1).

Sinon, on a constaté en Q 6, que si ug et vy dans .Z vérifient [ug, vo] # 0, alors pour tout u et v dans #, [u,v] est
colinéaire & wy = [ug, vp]. La suite {0} C Cwy C & convient donc.

Conclusion : toute algébre de Lie de dimension < 2 est résoluble.

Procédons par récurrence sur k :

pour k = 0, v(zg) — £(v)xo est nul par hypothése et appartient donc au sous-espace (réduit a 0) engendré par la



famille vide.

Supposons le résultat au rang k; on peut écrire :

v(zps1) — (V) zpr1 = vou(zy) — L(v)u(zy) = [v,u](zk) + u (v(zg) — £(v)TK)
= ([v, uf(zr) = £([u, v]))ar) + ([u, v]))zr + u (v(zk) — L(v)y).

Si on examine cette expression :
— Le crochet [v,u] est dans .# puisque v € .#, donc ’hypothése de récurrence assure : [v,u](zx) — €([u,v])z) €

vect(xo, “ee ,l‘k_l) H

— {([u, v])xy est bien sir dans vect(xo, ..., xg);

— enfin, ’hypotheése de récurrence assure que v(zy)—£(v)z) € vect(xo,...,xr—1) donc u(v(zr)—L(v)zy) € vect(xo, ..., Tk).
Finalement, on peut conclure : v(zp41) — £(v)Tgy1 € vect(zg, ..., xx), et le résultat est donc établi par récurrence.

Q 9. La stabilité par u découle de la définition méme des x.
La stabilité par v € .# découle de la question précédente puisqu’on y a établi v(zy) € vect(xo, ..., xg).

Q 10. D’abord, U posséde une base de la forme (zg,...,z4—1) : soit, en effet, ¢ le plus grand entier tel que (zo,...,24-1)
est libre (cet entier existe car V est de dimension finie) ; alors z, est combinaison linéaire de (zo, . ..,z4—1), de sorte
que vect(zo, . .., Tq—1) = Uy est stable par u (il contient I'image par u des vecteurs qui I’engendrent). Dés lors, cette
stabilité assure que Uy contient tous les xi, donc contient U.

Finalement U = Uj et la famille envisagée, libre et génératrice, est une base de U. Notons aussi que dim U = q.

La question Q 8 signifie que dans cette base la matrice de la restriction & U de chaque v € . est triangulaire
supérieure, avec tous les éléments diagonaux égaux a ¢(v). Par conséquent, tr(v|y) = gf(v).

Comme [u,v] est aussi dans .7, on peut lui appliquer cette égalité : tr([u,v]|y) = dim U x £([u, v]).

Q 11. En fait, U étant stable par u et v, la restriction [u,v]|y est aussi le crochet [u|y,v|y]. De 1'égalité habituelle
tr(ab) = tr(ba), on déduit que la trace d’un crochet est toujours nulle, donc tr([u, v]|y) = 0. La question précédente
donne alors ¢([u,v]) =0 (¢ > 0 car x # 0).

Ceci étant acquis, Pappartenance de x & W et de [u,v] & £ nous donne, par définition méme de W : [u,v](z) = 0,
i.e. vu(z) = uv(x), ou encore, puisque v(x) = £(v)z : vu(z) = £(v)u(x). Cette égalité, valable pour tout v € .Z,
exprime que u(z) € W, et établit donc :

W est stable par tout u € .%.

IV.

Q 12. Dans la suite des .%;, on peut supposer .%,_; # .%. Soit alors .# un hyperplan de .# contenant .%,_;. C’est un sous-
espace de dimension d—1 et il vérifie bien la propriété qui en fait un idéal, puisque, contenant .%,_1, il contient tous
les crochets d’éléments de .% . Pour la méme raison, .# est une algébre de Lie, et la suite {0} C %1 C ... C Fp_1 C I
montre que .# est résoluble.

Q 13. Procédons par récurrence sur d.
Pour d =0, .% = {0} et le résultat est évident.

Si le résultat est acquis pour la dimension d — 1, il s’applique a I'idéal .# de la question précédente : il existe un
vecteur a # 0 propre pour tous les éléments de .#. Pour tout v € .#, il existe donc un complexe ¢(v) tel que

v(a) = £(v)a.

L’application ¢ : .# — C ainsi définie est une forme linéaire car composée de v — v(a) et de Aa — A, linéaires
toutes les deux.

Si on introduit le sous-espace W associé a ¢ comme en partie III, la question Q 11 indique que W est stable par
. On peut alors chercher dans W un vecteur propre commun a tous les éléments de . car W # {0} (il contient
a) et ses vecteurs sont déja propres pour tous les éléments de 7.

Soit u € #, u € . L’endomorphisme induit par u sur W posséde un vecteur propre b (le corps de base est C
et W # {0}). On peut obtenir une base de .% en adjoignant & u une base de .#. b est alors propre pour tous les
éléments de cette base de %, donc, par combinaison linéaire, pour tous les éléments de .#. Le résultat est donc vrai
pour la dimension d.

Q 14. On procéde par récurrence sur n = dim V. Il suffit en réalité de reprendre le raisonnement de la question Q 4
avec les mémes notations.

& est une algebre de Lie de .4, (C) (car [AT, BT] = [v,u]"), résoluble (car les &; — notation évidente — fournissent
une suite croissante adéquate). On lui applique le résultat de la question Q 13 ci-dessus, ce qui fournit un vecteur



Q 15.

propre pour ¢ et donc un hyperplan H stable par .%.

On applique alors I’hypothése de récurrence & l’ensemble des endomorphismes induits sur H par les éléments de
Z (qui est bien une algebre de Lie résoluble, car toutes les propriétés requises se transmettent, par stabilité de H,
aux endomorphismes induits).

Dés lors, on conclut comme en Q 4 : Une algébre de Lie résoluble est trigonalisable.

Soit & = (es,...,ey,) une base de trigonalisation commune pour les éléments de 1’algébre de Lie trigonalisable %,
et posons E, = vect(eq,...,e.).

Pour tout v € %, on a alors u(E,.) C E,.. Introduisons les sous-espaces %, de # pour k € [0,n] :
Fn={ueZF [Vrelkn] ukE)CE_}

(matriciellement, % est formé des éléments de .# dont la matrice dans la base Z est triangulaire supérieure
lorsque k& = 0, avec, de plus, lorsque k > 0, la diagonale principale nulle ainsi que les k — 1 diagonales qui lui sont
immédiatement supérieures).

1l est immédiat que ce sont des sous-espaces vectoriels de %, que %, = {0}, %, = F et aussi que Fp11 C Fy.

On note également que le produit d’un élément de %, par un élément de .%; est dans Fy1; (lorsque k +1 < n,
sinon il est nul).

Enfin, soit u et v dans .#y. Vérifions que [u,v] € Fpy1 :

si k = 0, les matrices de uwo v et v o u sont triangulaires supérieures, avec la méme diagonale, formée des produits
des éléments diagonaux de u et de v. Ainsi la matrice de uw o v — v o u est triangulaire supérieure et & diagonale
nulle : [u,v] € Fy;

sik >0, uowv et vou sont, comme on I’a dit plus haut, dans %5, ou nuls, donc dans %1, et on a bien encore
[u,v] € Frya.

La suite {0} C %, C Fp,—1 C ... C Fy = .F prouve donc que toute algébre de Lie trigonalisable est résoluble.

Probléme 2

efu

o

1 1
Ona(u) ~ ——, orlafonction u— — est intégrable sur |0, 1] car - < 1, donc par comparaison & une fonction
u—0 /2 ul/2 5

positive, 1 est intégrable sur |0, 1]

La fonction v : u est continue sur I par théorémes généraux.

1 1
De plus par croissance comparée 1)(u) = o (2) et la fonction u — — est intégrable sur [1,400[ car 2 > 1,
u—+00 u u

donc par comparaison & une fonction positive, 1 est intégrable sur [1, +00[.

e—u
Ainsi| ¢ :u— 7 est intégrale sur I | En particulier, on en déduit ’existence de K.
U

—Uu

Valu+ )

Pour que la fonction ¥ : u — soit définie (et continue par morceaux) sur I, il faut et il suffit que z > 0.

Siz=0 e’ ! s —_ west pas intégrable sur 10, 1], d ison de foncti
iz=0,0na ~ or —— n’est pas intégrable sur onc par comparaison de fonctions
x Y \/a(u + I) w—0 u3/27 U u3/2 p g u Y Y p p
positives, ¥ ne I’est pas non plus.
1 e v 1
Six >0, alors U(u) ~ et = o0
( )uHO rul’2 T Ju(u+ x) u—too (uQ)

—Uu

Vu(u + )

Conclusion : ll’ensemble les valeurs de x pour lesquelles F'(x) est définie est I =|0, +oo[‘

On peut conclure comme précédemment que u +— est intégrable sur I.

—Uu

Vu(u+ )’

On pose f : (z,u) € I? —
Soit u € I.

. e—u . _e—u
La fonction z —» —— est de classe C" sur I et admet comme dérivée z —> —f

Va1 7) oz = Jatut 2)?



—Uu

Valu+ )

—Uu

(ii) Soit « € I. La fonction v — f(z,u) = est continue et intégrable sur I d’aprés la question précédente.

9 —
(iii) Soit « € I. La fonction u — %(x,u) = m est continue sur
(iv) Soit a < b dans I. On a I’hypothése de domination :

—Uu

of e
%(x,u) <

b, vte I < ———
Va € [a,b], Vt € I, Ja(u T a)?

—Uu

e
et la fonction u — —=————— est continue et intégrable sur |0, +-o00[ (I'intégrabilité étant analogue aux précédentes)

Vad(u+ a)?

+oo
D’aprés le th. de dérivation sous le signe /, la fonction F est de classe C* sur I et F : x —» / —— 5 du
o Vulutaz)

—Uu

+o0 —u +oo N +oo —u +oo e U
. - + u) e —e f
Soitz € I.OnaxF'(z) = idu—i— du = 7du+/
S Y TR S A SV e R S T

+oo [ —u
donc zF'(z) = —F(x) +/ ei\/ﬂz du
o (utua)
On va effectuer une intégration par parties (sous réserve d’existence) avec des fonctions de classe C*.
/+°° e "V d [eu\/ﬂ} w00 N /+°° < e ¥ eu\/ﬂ) q
——du=|———— — u

o (u+z)? utzr |, 0 2Vu(u+z) u+zx

Le terme entre crochets est nul par croissance comparée, ce qui valide l'intégration par parties, ainsi
+oo  —u +o0 —u +oo —u 1 +oo —u

/ eﬁzdu/ eiduf/ ex/ﬂduF(z)/ e

o (u+x) o 2yu(u+x) 0 u+x 2 0 u+x

- [

On a bien le droit de couper I'intégrale en 2 car on a reconnu F(z) donc zF'(z) = —=F(x n
u+z

1 +oo  _ a—u +oo —u
donc zF'(x) — (v — =)F(x) = T - / e Vu du
0

2 o Vu(u+z) u+z
1 +oo —u
donc zF'(x) — (v — =)F(x) = @t ue® du aprés mise au méme dénominateur
2 0 Vu(u + )
1
On en déduit | pour tout = € I, xF'(z) — (z — §)F(x) =—-K.

Q 3. La fonction G est de classe C* et et pour tout z € I,

1 - -

2ﬁe’$F(x) —Vze TF(x) + Vze TF'(z) = eﬁ eﬁ'

La fonction x — K 67 étant continue sur |0, +00| et intégrable au voisinage de 0, alors la fonction = — K- / 7 dt
x

e
est de classe C! et de dérivée z +— K —, donc la fonction z — G(z) + K - / —t est constante sur 'intervalle I.

\/5}

G'(z) =

<xF/(9c) —(z— ;)F(w)), done G'(z) = —K

—x

Ainsi |il existe une constante réelle C' telle que pour tout z € I, G(z) =C — K - / — dt.

Q 4. Soit > 0. On effectue dans G(z) sous forme intégrale le changement de variable ¢t = % ;u=tx; du=2xdt ((la

U
fonction t — — est de classe O, strictement croissante et bijective de I vers I )

x
“+o0 zeftx “+o0 eftac
G(x)=e"" ——dt=e"" ——dt
( ) 0 \/i(t(E + iE) 0 \/i(t + 1)
On pose f, 'b—)ietf'tr%#
Pose St e+ T Vet 1)

(i) Les fonctions f, sont continues sur [

(ii) La famille (f.).>0 converge simplement vers f sur I quand  — 0
(iii) La fonction f est continue sur I

(

iv) De plus f(¢ ) ainsi comme en Q 1, f est intégrable sur I

1 1
Ym0,y mm

et on a ’hypothése de domination :
Vo >0, Vi€ I, [f.(t)] < f(t)



+o0 —tx +oo 1
D’aprés le théoréme de convergence dominée, lim ——dt = —dt
=0 Jo Vit +1) 0o Vit+1)
+oo 1
On en déduit lim G(z) = ——dt.
x—0

0o Vit+1)

On effectue le changement de variables v = vt; ¢t = v?; dt = 2v dv (la fonction ¢t — V't est de classe C', strictement

croissante et bijective de I vers I)

e 1 oo v—+00

et donc ——dt = 2/ ———— dv = 2[arctan(v)|, _ =, donc | lim G(z) = 7.
o \/?](t + 1) 0 ,02 + 1 [ ( )]'UfO 20 ( )

+o00 —tx +oo
—x € —x 1

De plus pour > 0,0on a0 < G(z) =e™" ———dt e —dt

o Vit+1) o Vit+1)

donc par théoréme d’encadrement | lim G(z) = 0.
T—400

—t r —t
. € , . . . e
La fonction ¢ — —= étant continue et intégrable sur I, on a lim — dt = 0, donc comme G : z — C — K -

Vi 220 Jo V1t

x e—t
—— dt, on en déduit C' = .
I

T —t +oo | —t
Or lim S _at = / C_at = K, donc 0 = lim G(z) = 7 — K?. De plus, K > 0 par positivité de
r—r+00 0 t 0 \/E T—r+0o0

I’intégrale donc

II.
Q

5
(i) Pour n > 1, la fonction z — /ne™"" est continue sur [
(ii) Soit a < b dans I. On a:Vz € I, Yn € N*, |[y/ne ™| < y/ne ™

n.

_ . _ 1 1
or n2y/ne™™* — 0 par croissance comparée donc /ne "¢ = — | et E —; converge
n——+oo n——+oo n <1
nx

n

donc par comparaison & une série  termes positifs la série E v/ne™ ™ converge

n<1

Ainsi la série de fonctions Z (x — \/ﬁe_m) converge normalement sur tout segment de I (donc uniformément,)
n<l

En particulier, la série de fonctions Z (z — v/ne™"") converge simplement vers g sur [
n<l
On vient de montrer que ’ g est définie et continue sur I. ‘ De maniére analogue ’ f est définie et continue sur I. ‘

—uxr

Q 6. Soitxe].Onposel:u»—>e

i

1
I:u— — et u— e “", donc la fonction [ est décroissante sur I, et comme en Q 1, la fonction [ est continue et
u

. Cette fonction est le produit des deux fonctions positives et décroissantes sur

intégrable sur I.

n+1 n
Donc pour n > 1, on a / l(u)du < l(n) < / l(u) du

n

e N e~ "7 N e Uz
En sommant on obtient pour N > 1, / T du < Z < / du.
1 u 0

“+o0 e~ uT e
Puis par passage a la limite quand N — 40 : / du < f(x) <
1

Vi ARV

+oo et +o00 et
On effectue le changement de variable uxz = ¢ : on obtient / —dt < f(2) < —dt
g . \/R ~X f( ) ~ 0 \/ﬁ 9

eft

+oo
donc par théoréme d’encadrement lir% Vrf(z) = / —— dt = K = /7. On en déduit I'équivalent | f(x)
r—r 0

Vit

=

~
x—0 €T




n+1 n
Q 7. Soit n € N*, Ona(Z\lfQ\/n+ ) <212\/ﬁ> \/anJrQ(\f vVn+1)

n+1 2 B \f_\/m
d"“"(Z?V"*) (Zf M) T Vv Ve et

donc la suite <Z T 2\/ﬁ> est décroissante.

n<l

En utilisant une comparaison série intégrale comme Q 6, on a Z ﬁ > / 7 dt =2vn+1—-2V1
k=1 1

"1
donc — —2yn=22yn+1—-2-2yn> —

n
1
Ainsi la suite E —2vn est minorée par -2 (et décroissante) d’ot| la suite — —2n converge.

n<l

1 , | 1
Q 8. Soit z > 0. Pour n € N*, 0 < <; \/E) e < ne ™, or nde ™ nI}oo 0, donc (Zl ﬁ e O <n2>

Donc |la série Z (Z \f) ~"® converge.

n<l
—kx
On considére les séries de termes généraux ay = NG et by = e *® géométrique de raison e~ €]0,1[ :
+oo 1
ces séries sont absolument convergentes de sommes E ap = ) et E b = = =T
—e” ev —
k=1

n —kx
On effectue le produit de Cauchy de ces séries absolument convergentes : ¢, = Z apbp_p = Z T e (n—k)w
k=1

+oo +oo

Donc h(x Z Cp = (Z Cbn> (Z bn>. Ainsi | h(z) = % pour tout x € I.
n=1 n=1

VT

~ .
z—0 13/2

Q9. Quand z — 0,0n ae®” —1~ x donc d’aprés Q 8 | h(z)

On a 2g(a +Z<Z—M) e~ = h(z) donc g(x) = < +Z<i o \/ﬁ> )

n

1

Toute suite convergente étant bornée, il existe M > 0 tel que Vn € N*,

+oo n 1 400 M M 400 n 1

Ainsi Z <Z ﬁ > e " M Z S — pr— ~ ;, donc Z (Z 7]{ — 2\/ﬁ> e ™ sz O(h(l'))a
n= :11 n=1 n=1 k=1

donc g(z ) ~03 h(z).

Ainsi | g(x) est équivalent a lorsque = — 0.

3/2

I11.

Q 10. Si A est fini, alors f4 : x — Z e " est bien définie sur RT donc |si A est fini, alors 14 = [0, +o00]. ‘
neA

On suppose désormais que A est infini. Ses éléments forment donc une suite strictement croissante d’entiers na-
turels : on la note (p(n)). Par construction, la suite ¢ est strictement croissante a valeurs dans A donc telle que
Vn €N, aym) = 1.

w(n



Q 11.

Q12.

Q 13.

nx

Soit = = 0, la suite (ane* ) ne converge pas vers 0, car la suite extraite (aw(n)e*“”(”)‘”) = (1)n>0 ne converge par

vers 0, donc la série E ane” """ diverge grossiérement.
n>=0

Siz > 0,ona ’ane_”‘”’ < e ™ d’ou la convergence de la série E ane” """, Ainsi’ si A est infini, alors T4 = ]0,4o0]. ‘
n=0

+oo
1 _
Soit x > 0, fa(x E ape” zetl—e—ng e h.
k=0

n
On remarque que pour n € N, card(A(n)) = Z ar, on peut donc faire le produit de Cauchy de ces deux séries
k=0

))efnz _ fA(:L')

absolument convergentes pour obtenir : card(A(n .
getes > card

Soit n € N. Ona A (n) = {k* / k € N*etk® < n} = {k* / k € N*etk < y/n}, donc 4;(n) = {k* / 1 < k < |Vn]},
de cardinal |/n].

+oo
Soit 2 > 0. A I'aide de la question précédente 1fAl (f) = Z [vnle ",
—e €T
n=0

Pour n € N, on a v/n — |v/n] € [0,1], donc 0 < Zfefmf (@) \Ze*”:

1—e® 1—e%’

NG
NG

donc (1 —e ®)g(z) —1 < fa,(x) < (1—e ®)g(z) car 1 —e™® >0, or ’aprés Q 9, (1 — e *)g(x) équivaut a

2\/5fA1 (.’[)
Jr

quand x — 0, donc tend vers 1 par théoréme d’encadrement.

VT donc zfa, (x) ~ @donc’/hGSet @(Al):O.‘

+50 2\/x t—0
Soit > 0. On note la suite (a,,) associée a ’ensemble A = A;.

Soit n € N*. On a v(n) = card {(a, 8) € A} / a+B=n} =card ({(k,n—k) / k€ Ajetn—k € A},

Ainsi | fa, (2)

n—1
donc v( E ARy = E akan— car ag = 0. De plus, v(0) =0 = E arag_g-
k=1 k=0 =

On effectue ensuite le produit de Cauchy de la série Z are”*® absolument convergente par elle-méme pour obtenir :

k>0
+oo
la série Z v(n)e™ " converge et Z v(n)e™ " = (fa, ()2
n>0 n=0

Pour n € N, on note a® (n) le terme de la suite (a,,) associée & 'ensemble As.

On a a'®(n) < v(n), ainsi ’pour tout @ > 0, fa,(x) < (fa,(x))?, |donc zfa,(r) < (VI fa, (z))* doi m

:1




