Mpi Devoir surveillé 4 - sujet Mines-Centrale

Probléme 1 - inspiré de Centrale PSI 2024

Les notations H,, et J,, définies dans la partie 1 sont utilisées dans la suite du probléme.

I. La constante d’Euler-Mascheroni

"1
P € N*, H, = —.
our n on pose ; k‘

Q 1. En utilisant une comparaison série-intégrale, montrer que H, ot In n.
n——+0o0o

On pose J, = H,, — Inn.

1 1
Q 2. Montrer que pour tout n € N*| J,,41 — J, = o +In (1 — n+1> Montrer que la série Z(‘]Tb'l‘l — Jp) est une
n>=1

série & termes négatifs et convergente.

Q 3. En déduire l'existence d’un réel v = lif}rl Jn, et justifiez I'inégalité 0 < v < 1.
n—-+0oo

II. Une expression intégrale de v

+oo —at —bt
e—at _
Q 4. Soit a, b deux réels strictement positifs. Montrer que l'intégrale I(a,b) = / — dt converge.
0

oo —uxt —bt
et —e
Q 5. Soit a,b deux réels strictement positifs. On pose g(z) = / — dt quand z > 0.
0

Montrer que g est de classe C* sur |0, +-00], calculer ¢’(z) puis en déduire une expression simple de I(a,b).

too e~ Nt _ e—(n+1)t

Q 6. Montrer que pour tout t > 0, — = — En déduire
n=0
00 — —_
1 1 e (n+1)t _ e (n+2)t
—t N —(n+1)t _
VS0 e (1_6_t t>_z<e " t )
n=0
Hoo 1 1
Q 7. Montrer que 'intégrale / et <1 — — t) dt est convergente et montrer que
0 — €

+oo 1 1
= T —— — 2 ) dt
= (=)

ITI. Deux autres expressions intégrales de

n1—(1-%)"
Q 8. Soit n € N*. Montrer la convergence de 'intégrale / M du, puis & ’aide de changements de variables
0 u
simples, montrer que
- (1-w)
n— du = H,
0 u

Q 9. En déduire
Vn € N* Jn:/ 7”du—/ —n du
0 1

u u

(1-2)"
- .
Q 10. Pour n € N* on pose f,(t) = n silstsn

0 sit>n

Justifier que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [1,4o00[ et donner sa limite.



—Uu —Uu

e
Q 11. Montrer que la fonction v — —— est intégrable sur [1,4o00[ et que u —
u

est intégrable sur |0, 1].

n (1 _ E)”
Q 12. Déterminer lim —7"n du.
n—-+oo 1 U

Q 13. Montrer ’égalité

1 —u +oo _—u
1—
'y:/ ¢ du—/ ¢ du
0 u 1 u

“+o0
v = —/ In(t) e " dt
0

Q 14. Montrer enfin

Probléeme 2 - D’aprés Centrale MP 2019

Dans tout le probléme, K désigne R ou C, N désigne ’ensemble des entiers naturels et n est un entier naturel.

Pour toute matrice A de .#,(K), on note A" la transposée de la matrice A, rg(A) son rang, tr(A) sa trace, ya =
det(X1I,, — A) son polynéme caractéristique, m4 son polynéme minimal et sp(A) I’ensemble de ses valeurs propres dans K.

Dans tout le probléme, E désigne un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie n supérieure ou égale a 2, et Z(FE)
est ’algébre des endomorphismes de E. On note f un endomorphisme de E.

On note K[f] la sous-algeébre commutative de .Z(F) constituée des endomorphismes Q(f) quand @ décrit K[X].

De méme, on utilise les notations suivantes, similaires & celles des matrices, pour un endomorphisme f de E : rg(f), tr(f), xs, ¢

et sp(f)-

Enfin, on dit que f est cyclique si et seulement s’il existe un vecteur o dans E tel que (xg, f(z0),..., f* *(zo)) soit une
base de E.

I. Matrices compagnons et endomorphismes cycliques

LA - Soit M € ., (K).

Q 1. Montrer que M et M ont méme spectre.

Q 2. Montrer que M est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable.

1.B - Matrices compagnons

Q 3. Soit (ag,a1,...,an-1) € K" et Q(X)=X"+ an_1 X" '+ .-+ + ag. On considére la matrice

0O ... ... ... 0 —ap
1 0 ... ... 0 —a
0 1 —as
Co=|. .
. . 1 0 —Qp—2
0 ... ... 0 1 —an

Déterminer en fonction de @ le polynéme caractéristique de Cg.

Q 4. Soit A une valeur propre de CCTQ. Déterminer la dimension et une base du sous-espace propre associé.

1.C - Endomorphismes cycliques

Q 5. Montrer que f est cyclique si et seulement s’il existe une base #Z de E dans laquelle la matrice de f est de la forme
Cq, ot @ est un polynéme unitaire de degré n.

Q 6. Soit f un endomorphisme cyclique. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si xs est scindé sur K et a
toutes ses racines simples.

Q 7. Montrer que si f est cyclique, alors (Id, f, f2,..., f"!) est libre dans .Z(F) et le polynéme minimal de f est de
degré n.



I.D - Application & une démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton
Q 8. Soit x un vecteur non nul de E. Montrer qu’il existe un entier p strictement positif tel que la famille

(z, f(z), F2(x),..., P~ (x)) soit libre et qu’il existe (ag, a1, ..., ap_1) € KP tel que :

apx + a1 f(x) +"'+Oép—1fp71(x) + fP(x) =0

Q 9. Justifier que Vect(z, f(z), f*(x),..., fP~(x)) est stable par f.
Q 10. Montrer que X? + ozp,lXp_l + -+ + g divise le polynome Y ¢.
Q 11. Démontrer que xf(f) est 'endomorphisme nul.

II. Etude des endomorphismes cycliques

II.A - Endomorphismes cycliques nilpotents

Dans cette sous-partie, on suppose que f est un endomorphisme nilpotent de E. On note r le plus petit entier naturel tel
que f7=0.

Q 12. Montrer que f est cyclique si et seulement si r = n. Préciser alors la matrice compagnon.

II.B - Dans cette sous-partie, on suppose K = C.

On suppose que (Id, f, f2,..., f*!) est libre et on se propose de montrer que f est cyclique.

On factorise le polynome caractéristique de f sous la forme
p
xp(X) = JT(X = xp)m
k=1

ot les A\ sont les p valeurs propres deux a deux distinctes de f et les my de N* leurs ordres de multiplicité respectifs.
Pour k € [1,p], on pose Fy, = ker((f — A\gIdg)™*).

Q 13. Montrer que les sous-espaces vectoriels Fj, sont stables et que £ = Fy @ --- ® F.

Pour k € [1,p], on note ¢, 'endomorphisme induit par f — A,Id sur le sous-espace vectoriel Fy,

. F — Fy
P x> f(z) — M

Q 14. Justifier que ¢y est un endomorphisme nilpotent de F,.

On note vy, le plus petit entier naturel tel que ¢;* = 0.

Q 15. Pourquoi a-t-on vy < dim(Fy)?

Q 16. Montrer, avec ’hypothése proposée, que pour tout k € [1,p], on a v, = mg,.

Q 17. Expliciter la dimension de Fy pour k € [1,p], puis en déduire I’existence d’une base & = (uy,...,u,) de E dans
laquelle f a une matrice diagonale par blocs, ces blocs appartenant & .#,,, (C) et étant de la forme

AN O ... ... ... 0
1 A\ :
0 1 N\

Ae 0
0 0 1 M\

On pose 2o = U1 + Uy 41+ + Uy 4oty +1-
Q 18. Déterminer les polynomes @Q € C[X] tels que Q(f)(zo) = 0.
Q 19. Justifier que f est cyclique.



Q 3.

II.

Q 4.

Devoir surveillé 4 - sujet Mines-Centrale - Corrigé

Probléme 1

1
La fonction t — Z est positive, continue et décroissante sur |0, +oc[, donc pour tout k € N, k > 2

k+1 k
1 1 1

/ fdtgfg/ Las

kot k= Jat

donc en additionnant ces inégalités pour k variant de 2 & n, on obtient
n k7+1 1 n+l 1 1
—dt = —dt < —dt = —dt
S [ e [Ciasygey [ e[
k=2

l1+ln(n+1)—-n2< H,<1l+Inn

donc

Comme 1 +1Inn ~1+1In(n+ 1) —In2 ~ lnn, par encadrement, on en déduit que H,, ~ Inn.

Tost—Jn = —— —In(n+1)+Inp = —— 41 (1 — Lt L !
n —dn = —1n nn = n — = — — —
1 nt1 T ntl) n+l nt1l 2m+102  \(mt1)2

1

2+ 1)2 to <(n+ 1)2> n—too 2(n + 1)2

. 1 . . . .
Or la série — converge donc par comparaison de séries & termes de signe constant, la série (Jnt1 — Jn)
n2 ) +
n=1
converge.

De plus, d’aprés une célébre inégalité In(1 + z) < z, pour tout k € N*, Jp11 — Ji < 0.

D’aprés le cours, comme la série télescopique Z( nt+1 — Jn) converge, la suite (J,,) converge. On note ~y sa limite.
n=1
N
Pour N € N*, ZJk-H —Jrg = JIny1 — J1 = Invy1 — 1 < 0 (somme de termes négatifs). Donc par passage a la

k=1
limite, on obtient v — 1 < 0, donc v < 1.

k41 4 1
Enfin, en reprenant les inégalités de la question Q 1, on a pour tout k& > 1 / n dt < Sz donc en additionnant
k

pour k varianr de 1 & n, on obtient In(n + 1) < H,, donc Inn < H,, donc J,, > 0 : par passage a la limite, v > 0.

e—at _ e—bt
h:tw— — est continue sur |0, +o0].

Quand t > 1, |h(t)] < e + e % et t — e est intégrable sur [1,4oc[, de méme que t — e~ donc par
comparaison de fonctions positives, h est intégrable sur [1,+oo].

Quand ¢t — 0, h(t) — (b — a) donc on a une fausse singularité en 0 : h est intégrable sur |0, 1].

Au total, h est intégrabke sur ]0, +oo].

—axt —bt

On pose h: (z,t) — % sur |0, +-00[%. Tl est clair que h est de classe C' sur ]0, +o0o[?.

oh .
Pour tout ¢t > 0, 6—x(w,t) = —e "

oh

Soit A > 0, alors pour tout t > 0 et z > A, ’a(x,t)‘ <e ettt e A
x

est intégrable sur ]0, +oo].

D’aprés le th. de dérivation sous le signe /, g est de classe C! sur [A, +oo[. Comme ceci est vrai pour tout A > 0,

/+OO —xt dt |:€zt:|+oo —1
—e = - .
0 T li=o z

g est de classe C' sur ]0, +-00[= U [A, +00[. Et pour tout = > 0, ¢'(x)
A>0



Q 6.

Q7.

I11.
Q 8.

Q 10.

On en déduit P'existence d’une constante C' telle que pour tout = > 0, g(z) = —Inz + C. Mais comme ¢(b) = 0, on
a alors C'=1nb.

b
Conclusion : pour tout > 0, g(z) = lnb — lnz. En particulier, I(a,b) =Inb—Ilna =1In—.
a

Soit t > 0, alors la suite géométrique (e~™") de raison e " € |0, 1[ est convergente, donc sa série différence associée
l'est aussi.

Donc Z & — 1 io(e—nt _ e—(n+1)t) _ 1(1 — lim e_(n+1)t) _ 1
t o t n—+4o0o t
1
Pour la méme raison, la série géométrique Z e~ converge : Z e " = =
—e
t 1 1 = (n+1)t = e—(n+l)t _ o—(n+2)t (1)t e~ (n+1)t _ o—(n+2)t
- = —n _ —(n
done ™ (o ) = Sty =3 (et S
n=0 n=0
1 1

0 ct et
n pose P e <1_€_t .

— ) De maniére évidente, ¢ est continue sur |0,+oo[ et pour tout ¢ > 0,

e—(n+1)t _ e—(n+2)t

t)= Z U (t) Ol on a Posé 1y, : t s e~ (T

Pour tout n € N, v, est continue sur ]0, +oo[ et
quand ¢t — 0, 1, (t) — 0 en utilisant un d.l. de exp en 0 & l'ordre 1 (je ne détaille pas)

1
quand t — 400, ¥y, (t) = 0 (t2>

Donc v, est intégrable sur |0, +o0].

+oo +oo +oo +oo —(n+1)t _ ,—(n+2)t 1 )
De plus, / |t | = Uy = / e~ (nt1)t dt—/ ¢ ¢ dt = 2 + d’aprés Q 5.
0 0 0 0 t n + 1 n -+ 1

+oo
Autrement dit, / [n| = Jne1 — Jnao qui est le terme général d’une série convergente d’aprés Q 2.
0

Donc d’aprés le th. d’intégration terme a terme et la question Q 3,

“+o00 400 +o0 +oo “+o00 +o0
viydt= [ Y vaat =Y [ ba)dt =Y (s~ Jusz) =7
0 0 n=0 n=0 0

n=0

- (-4

u
1, elle a pour limite 1 en 0. Donc elle est intégrable sur ]0,n).

Soit n € N*. La fonction u — est continue sur ]0,n] et & 'aide du d.1. de  + (1 —2)" en 0 & ordre

u x

"l (1-u 1-a—-a)"
On effectue le changement de variables z = % A= / M du = / M duz
0 0

01— Y1
puis le changement de variables t =1 -2 : A = / (—dt) = / dt.
1 0

1—1t 1—-1t
1 n—1 1n—1 n—1 1 n—1 1
Or pour ¢ € [0, 1], 7— =Y t* donc A = / Ztkdt:Z/ tkdt:ZﬁZHn
k=0 k=0 k=00 i

u

R "1 (1-2) "1
SmtnEN.D’apresQS,Jn:Hn—lnn:/ 7ndu—/ zdtdonc
0 1
- (1-x)" 11— (1—w)" " - (1-x)" T(1—w)"
Jn:/ 7( ”) du—|—/ 7( ") du—/ 1du:/ 7( ") du—/ 7( ”) du
0 U 1 u 1 u 0 u 0 u
-4

Soit ¢ > 1. IL existe un entier ny (dépendant de u) tel que ng > ¢, donc pour tout n > ng, f,(t) =

t\" -t
Or (1 - ) =m0 5 et donc f,(t) — eT'
n n—+oo n—+oo

—t
e
La suite de fonctions (f,,) converge donc simplement sur [1, +00[ vers ¢t — -



—Uu

e . _ _ L
Q 11. On pose a : u +— .« est continue sur [1,4+o00[ et 0 < au) < e™*, donc comme u — e~ est intégrable sur

u
[1, +o0[, par comparaison de fonctions positives, a ’est aussi.

1 _ —Uu
On pose §: u+— —c . B est continue sur ]0,1] et a une limite finie en 0, donc elle est intégrable sur |0, 1].
u

u

n n +o00
Q 12. Par définition de f,, on remarque que / M du = / frn(u) du. On applique donc le th. de convergence
1 u 1

dominée :

—Uu

. e
— la suite (f,,) converge simplement vers la fonction u — —— sur [1, +00[
u

— d’aprés la célébre inégalité In(1+z) < x, on en déduit que pour tout u € [1,n],0 < (1 — g) = exp (n In (1 — E)) <
n n

—u
exp <n X ) =e ¢
n

e
d’ou la domination pour tout w € [1,+oo[ et n € N*, | f,,(u)] < <e™
u
— la fonction u — e™* est intégrable sur [1, +00]
n ( — E)n +o0 +oo e U
D’aprés le th. de convergence dominée, lim —2—du= lim fn= / — du.
n—+oo [y [ n—+oo [y 1 u

Q 13. De la méme facon, on montre que

1—(1=%)" e
— pour tout € ]0,1], 11)111 (u ") = ue )
n o0

0=
— o

— pour tout u € ]0,1] et n € N*,

— la fonction u +— 1 est intégrable sur ]0, 1].

P1-(1-w)" "1—e
D’apreés le th. de convergence dominée, lim — 2 —du= / — du.
n——+00 0 u 0

1 1 —u +oo _—u
—e e . . .
Donc d’aprés 9, J, du — —— du par opérations sur les suites convergentes. Mais
P ’ . m u

notoo Jo 1

comme (J,,) converge vers v, on en déduit par unicité de la limite que

1 — +oo _—u
1—e® e
v = / — du — / —du
0 u 1 u
Q 14. Sur chacune des deux intégrales précédentes, on effectue une intégration par parties :

1 1 —Uu 1
. —e _ 1 _
— sous réserve de convergence ——du=|(1—-e"“Inu| . — e “Inudu
’ o U u=0 o

or le crochet est convergent, car (1—e™*)Inu Noulnu — Oetenl, (1—e “)Inu =0, donc comme la premiére
u—r u—r

L . . . .. Tl L
intégrale est convergente, l'intégration par parties est licite : —du=— e “Inudu
u
+oo _—u too O+oo 0
— sous réserve de convergence, / du = [e‘“ In u]ufl + / e “Inudu
1 u - 1

or le crochet est convergent, car e “Inu ——— O et en 1, e “Inu = 0, donc comme la premiére intégrale est
u—>+00
—Uu

+oo —+o0
convergente, l'intégration par parties est licite : / du =+ / e “Inudu
1 1

u

d’aprés Q 13, on a donc

1 +oo +o0o
7:—/ e‘“lnudu—/ e‘”lnuduz—/ In(t) et dt
0 1 0

Probléme 2

Corrigé d’Edouard Lucas.



I.
LA -
Q1. Onaxy =det(XI, — M) =det ((XI, — M)") =det(XI, — M) = xr donc

VAEK, A€sp(M) < xu(A) =0 xar(\) =0 A esp (M)

Ainsi sp(M) = sp (MT) et donc ‘ M et MT ont méme spectre‘
Q 2.

< : On suppose que M est diagonalisable. ce qui nous fournit P € GL,(K) et D € #,(K) diagonale telles que
M = PDP™, donc MT = (P~))T DTPT = (PT) "' DPT, d’'ott M est diagonalisable,

= : Onsuppose que M est diagonalisable. Pour montrer que M est diagonalisable, on utilise implication précédente
en remarquant que M = (MT)T.

On a bien montré que ’ M est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable‘

I.B -
Q 3. On montre que x¢, = Q par récurrence sur deg(Q) =n > 2.

1

On a xc, = X? — tr(Cq)X + det(Cq) = X* 4+ a1.X + ag ce qui prouve initialisation
Hérédité : Soit I'entier n > 2. On suppose la propriété vraie pour tout polyndéme unitaire de degré n.

Initialisation : On suppose que deg(Q) = 2 ainsi Q = X%+ a1 X + ag et Cg = (O ZO) € > (K)
—ay

On considére Q(X) = X" 44, X" +---+ag ot les a; € K. On a en développant par rapport & la premiére ligne :

X 0 ag
1 X 0 ay -X ... ... 0 a; 1 X ... ... 0
0o -1 . : as -1 : az 2 0 -1
A : =X e : + (=1)"*+2qq
Coo-1 X ap : .1 X
: . -1 X QAp—1
0O ... ... 0 -1 X+an[n+1] S () 1X+an[n] 0O ... ... 0 1 ]

Jenote R=X"+a,X '+ ---4aetona Xcq = X-Xcp + ag(—1)2+2
Par hypothese, on a xc¢, = R donc x¢, = XR+ag = Q

Conclusion : On a montré par récurrence que la propriété était vraie pour tout polynéme unitaire de degré > 2

En particulier ‘ Q est le polynome caractéristique de Cg ‘

0 1 0o ... 0
0 0 1
Q4. Ona (Co)' = . o |- Onaxes =xo, = Q ainsi Q) = 0.
0 0 1
—agp —a; ... —Aan—1
Z1
T2
Soit X = | . | € #,1(K),
Tn
To = \11 T2 = AT1
T3 = A\T2 x5 = Ny
(Co)" X =AX «={: —
Ty = A\Tp_1 Ty = A"ty
—Q0T] —...— Qp_1Tn = \Tp, (—ap — A — ... — ap A" Nz = Ny

] o yi—1
Ainsi (Co)TX = AX <= { Z)@(i)?@ﬂb i =Ny
L=



I.C -
Q 5.

Q.

LD -
Q 8.

Comme X est racine de @, alors | dim (E)\ (C&S)) =1, E, (ng) = vect(X)) ou X) =

Aﬁ—l

On suppose que f est cyclique.

Ceci nous fournit zy € E tel que & = (2o, f(0), ..., " ' (20)) soit une base de E.

n—1 n—1
Il existe alors (Mg, A1,..., An—1) € K" tel que f™(xo) = Z Nif%(20). Je pose alors Q = X" + Z(f/\i)XiK[X], de
i=0 =0

sorte que @ est unitaire de degré n et mggt( f)=Co

On suppose qu'’il existe une base # = (e, €1, . .. e,—1) de E dans laquelle la matrice de f est de la forme Cq, ou
Q@ est un polynome unitaire de degré n.

Ainsi Vi € [0,n — 2], f(e;) = eiy1, donc (eq, f(eo), f2(e0),--., " *(eo)) est une base de E et donc f est cyclique.

f est cyclique si et seulement s’il existe une base & de E dans laquelle la matrice de f est de
la forme Cg ot () est un polynéme unitaire de degré n

On suppose que x¢ est scindé sur K et a toutes ses racines simples. Ainsi [sp(f)| = deg(xy) = dim E, donc f est
diagonalisable d’apreés le cours.

On suppose que f est diagonalisable. Comme f est cyclique, ceci nous fournit 2 une base de E et Q € K[X]
unitaire de degré n tel que mg?t(f) = Cq d’aprés Q 5.

Ainsi Cg est diagonalisable et il en est de méme pour Cch d’aprés Q 2.
Ainsi K" = @ FE\ (ng) doun = Z dim (E)\ (C’g))

Aesp(f) Aesp(CT)
or on a Y\ € sp (C(g) , dim (EA (Cg)) =1 d’aprés Q 4 donc |sp (C5)| =n
or d’aprés Q 1 :sp (C)) =sp (Cq) =sp (f)
donc f admet n valeurs propres distinctes dans K

donc x est scindé sur K et a toutes ses racines simples

Ainsi ‘ f est diagonalisable si et seulement si x s est scindé sur K et a toutes ses racines simples

On suppose que f est cyclique.

Soit (Agy .- .5 An—1) € K" tel que Z)\Z-fi = 0.2 (g). Montrons Vi € [0,n — 1], A; = 0.
i=0

Comme f est cyclique, ceci nous fournit z € E tel que & = (z, f(z),..., f" *(z)) soit une base de E donc

Z)\ifi(ﬂ?) =0z m)(z) = 0g,
=0

ainsi Vi € [0,n — 1], A; = 0 car & est libre. Alors | (Id, £, f2,..., f""1) est libre dans .Z(F)

Je note d le degré de my. D’aprés le cours on a d = dim (K[f]).
Or (Id, f, f2,..., f™ 1) est libre dans K[f] donc d > n.

De plus d’aprés Cayley-Hamilton, on a x; est annulateur de f d’ou 7y | x; or ce sont des polynomes non nuls.
Ainsi on a d = deg (7y) < deg (xy) =n,

donc n = d d’ou ‘le polynéme minimal de f est de degré n‘

On note N, = {m € N* / (f*(z)) libre}.

0<i<m—1
On sait que 1 € N, car ¢ # Og et que Ym > n, m € N, car dim E = n. Ainsi N, est une partie de N* non vide
majorée par n — 1, donc N, admet un plus grand élément p € N*.

Ainsi la famille (f*(z)) est libre et la famille (f*(z)) est lice.

0<i<p—1 0<i<p



On a bien lexistence de p € N* et de (ag,a1,...,0p—1) € KP tels que la famille
(z, f(z), f2 (), ..., fP~1(x)) est libre et apz + a1 f(z) + -+ ap_1 fP7H(x) + fP(z) =0

Q9. Ona f(Vect(z, f(z), f*(z),..., P z))) = Vect(f(z), f*(2), f*(2),..., fP(z)) car f linéaire,
or fP(z) = —apz — arf(z) + -+ — ap_1 P (z) € Vect(z, f(z), f2(2),..., P (z)),
d’ou f (Vect(z, f(z), f*(2),..., P (z))) C Vect(z, f(z), f*(z),..., P~ (z)).
Ainsi ‘ Vect(z, f(x), f2(x),..., fF"(x)) est stable par f‘

Q 10. Je note alors f 'endomorphisme induit par f sur Vect(z, f(z), f2(z),..., fP~1(z)).
D’aprés ce qui précede B = (z, f(z), f*(z),..., fP~'(x)) est une base de Vect(z, f(z), f*(z),..., fF~ (z)).

On remarque que m%@t(f) =Cg ennotant Q = ag + a1 X + -+, | XP~H + XP

d’ott x7 = Q or xf|xs car f induit par f

On a montré que | X? + ozp_lprl + -+ 4 o divise le polynome x5

Q 11. En reprenant les notations précédentes, on a Q(f)(z) = 0 et il existe P € K[X] tel que PQ = x;.
Ainsi x7(f) = P(f) e Q(f), donc x(f)(x) = P(f) [Q(f)(x)] = P(f)(0) = 0 car P(f) linéaire
Oun a ainsi montré que : Vo € E, x(f)(x) =0. Or x(f) € Z(FE), d’ou ‘ X7 (f) est ’endomorphisme nul

II.
ILA -

Q 12.
= : On suppose f cyclique alors deg (m¢) = n d’aprés 7. De plus d’aprés le cours, x5 = X™ car f nilpotente.
Or 7¢|xy selon Cayley-Hamilton et 7 est unitaire par définition, donc 7y = X", ainsi f" = 0 et Vi € [0,n —1],
f*#0,dour =n.
< : On suppose que 7 = n donc f* =0 et "' 0. Ceci nous fournit z € E tel que f"~*(z) # 0
n—1
Soit Mg, ..., An_1 € K tels que Z Aif*(xz) = 0. On montre que Vi € [0,n —1], \; =0
i=0
On suppose, par ’absurde, que la propriété est fausse.

Je note alors j le minimum de {i € [0,n —1] / A; # 0}.
‘ n—1 A ) n—1 ) n-l o
Ainsi 0 = f 177 (Z )w”(:c)) = frid Z Nifi(@) | = N Hw) + Z N fr I (),
i=0 i=j i=j
Or Vi > p, fi(x) =0 donc )\jf"_l(x) =0et A\; #0, dou " Y(z) = 0 ce qui est absurde.

Ainsi (z, f(x),..., f" ' (x)) est une famille libre composée de n vecteurs de F et dim E = n, donc (z, f(z),..., " *(z))
est une base de F, donc f est cyclique.

On a montré que ’ f est cyclique si et seulement si r = n‘

On remarque que la matrice compagnon associée est unique car les coefficients de cette matrices sont donnés par
ceux du polynome caractéristique.

On sait que si f est cyclique et nilpotente, alors x; = X"

0O ... ... ... 00
1 0 ... ... 00
0o 1 . 20
ainsi | la matrice compagnon de f dans ce casest | . ) ) . .| e 4, (R)
1 00
0 0 1 0




II.B -

Q 13. C’est du cours. Dans cette question et les quatre qui suivent, on demande en fait de donner les démonstrations
du cours. Donc je ne rédige pas, je vous renvoie & votre cours.

Q 14. Pareil.
Q 15. C’est encore du cours.
Q 16. Et encore du cours.

Q 17. C’est encore du cours.

n—1 n—1
Q 18. Soit (A\i)pcicn1 € K" tel que Z Aifi(x0) = 0 Je note Q = Z i X de sorte que Q(f)(z0) =0
i=0 =0

ainsi H k= 1p(X — A\;)™*|Q d’aprés la question précédente or deg(Q) <n—1 < n =deg (H k=1p(X — Ak)m'k)

donc @ est le polynome nul et ainsi Vi € [0,n — 1], A; =0

donc (f*(20)) y<;<,,_, st une famille libre de n vecteurs de E et n = dim E

d’ott (f*(20)) gcjcp_, €St une base de E ce qui justifie que | f est cyclique

Q 19. Voir réponse précédente.



