Réduction des endomorphismes

Dans ce chapitre, K désigne un sous-corps de C, en général R ou C.

1 Eléments propres d’un endomorphisme

Dans cette section, F est un K-espace vectoriel de dimension quelconque, finie ou non.

1.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition. Soit f € Z(E), A e K.
On dit que \ est une valeur propre de f quand il existe un vecteur v non nul tel que f(v) = Av.

Si A est une valeur propre de f, alors tout vecteur non nul v tel que f(v) = Av est appelé vecteur propre
associé a la valeur propre .

Exemples.
— Pour tout a € K, aldg a pour unique valeur propre « et tout vecteur non nul de F est un vecteur propre
associé.
— Si p est un projecteur non trivial (i.e. p # 0 et p # Idg), alors p a pour seules valeurs propres 0 et 1.
De méme, si s est une symétrie non triviale (s # Idg et s # —Idg), alors les valeurs propres de s sont 1
et —1.
— L’endomorphisme de K[X] P — X P n’a pas de valeur propre.

L’ensemble des valeurs propres d’'un endomorphisme f est appelé le spectre de f et est noté Spx(f) ou plus
simplement Sp(f) (en toute rigueur, cette définition est fausse en dimension infinie, mais & notre niveau, cette
approximation est acceptable).

CDéﬁnition. On appelle droite propre d’un endomorphisme toute droite dirigée par un vecteur propre. )

Proposition 1. Les droites propres d’un endomorphisme sont exactement les droites stables par cet endo-
morphisme.

Exercices :

1) Soit f € Z(RY) défini par : si (u,) € R, on pose f(u) = (uni1). Quelles sont les valeurs propres de f et les
vecteurs propres associés ?

2) Méme question avec d l'opérateur de dérivation dans C (R, R).

3) Méme question avec D l'opérateur de dérivation dans R[X].

1.2 Lien avec les polynémes annulateurs

En dimension quelconque, il est souvent difficile de trouver les valeurs propres d’un endomorphisme. La connais-
sance d’un polynome annulateur peut aider.

Lemme 1. Soit f € Z(FE) et P € K[X]. Si X\ est une valeur propre et v est un vecteur propre associé, alors

P(f)(v) = POV).o.
Si P € K[X], on note Zg(P) I’ensemble des racines de P dans K.

Proposition 2. Soit f € Z(E).
Si P est un polyndme annulateur de f, alors Sp(f) C Zx(P).

Remarque. Attention! La réciproque est fausse. Contre-exemple : le polynéme P = X? — 1 est annulateur de
Idg et pourtant —1, qui est racine de P, n’est pas valeur propre de Idg.



Exercices :

4) Soit n € N*. Pour M € .#,(K), on pose f(M) = M + M" + tr(M)I, : f est clairement un endomorphisme de

Déterminez un polynéme annulateur de f de degré 3 et déduisez-en ses valeurs propres.

1.3 Sous-espaces propres

Proposition 3. Soit f € Z(E), A € K.
Alors X est valeur propre de f si et s.si Ker(f — Mdg) # {0}, autrement dit si f — Ndg n’est pas injectif.

Définition. Si A\ € Sp(f), le noyau Ker(f — Aldg) est appelé le sous-espace propre associé a la valeur
propre A. Il est souvent noté sep(f, \).

Par conséquent, sep(f, \) est Uensemble des vecteurs propres associés & la valeur propre A auquel on ajoute le
vecteur nul.

Remarque. Un cas particulier important : 0 est valeur propre si et s.si f n’est pas injective.

Ezxercices :
-3 4 -4
5) Soit u un endomorphisme ayant pour matrice M = | 4 —3 3 | dans une certaine base.
4 -4 4

Calculez M? +2 M? —3 M. Déduisez-en les valeurs propres de u puis déterminez les sous-espaces propres associés.

Proposition 4. Tout sous-espace propre d’un endomorphisme est stable par cet endomorphisme. L’endo-
morphisme induit sur un sous-espace propre est alors une homothétie vectorielle.

Théoréme 1. Soit f € Z(E), M,...,\, des valeurs propres distinctes de f.
Alors les sous-espace propres (sep(f, \i))i1<i<p sont en somme directe.

Autrement dit, toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est libre.

Remarque. Quand on demande de déterminer les éléments propres d’'un endomorphisme, on demande de
déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres associés, c’est-a-dire les sous-espaces propres.

‘A partir de maintenant, il est toujours supposé que l’espace F est de dimension finie n.

2 Polynoéme caractéristique d’un endomorphisme

2.1 Caractérisation des valeurs propres en dim. finie

Proposition 5. Soit f € Z(FE), A € K. Alors
AeESp(f) <= rg(f—Aldg)<n

Dans ce cas, dimsep(f,\) =n —rg(f — Aldg).

2.2 Définition et lien avec les valeurs propres

Définition. Soit f € Z(E).
On appelle polynéme caractéristique de f le polynéme x; = det(X Idg — f).

La notation x ¢ est trés courante : elle est & connaitre.



Théoréme 2. Soit f € Z(E).

Xy est un polynome unitaire de degré n de K[X| et les valeurs propres de f sont exactement les racines
dans K de x5 : Zg(xy) = Sp(f).
Par conséquent, un endomorphisme d’un espace de dimension n a au mazimum n valeurs propres distinctes.

Ezxercices :
6) Montrez que si dim E = 2, alors x5 = X> — tr(f)X + det(f).

1 4 7
7) Calculez le polynéme caractéristique d’un endomorphisme de matrice | 2 5 8 ] et donnez ses valeurs propres.
3 6 9

8) Soit # = (e1,...,en) une basede E, s = Zei et f € Z(F) tel que pour tout j € [1,n], f(e;) = e; +s. Calculez
i=1
son polyndéme caractéristique et ses éléments propres.

On peut noter un lien avec la trace et le déterminant.

Proposition 6. Soit f € Z(E).
Alors xp = X" —tr(f)X™ ' + ...+ (=1)" det(f).

2.3 Ordre de multiplicité et dimension du sous-espace propre

Définition. Soit f € Z(E), A € Sp(f).
On appelle ordre de multiplicité de la valeur propre A son ordre de multiplicité en tant que racine de xy.

Proposition 7. f € Z(FE), F un s.e.v. de E stable par f et g ’endomorphisme induit par f dans F.
Alors x4 divise x¢.

Une conséquence trés importante de ce résultat est le théoréme suivant.

Théoréme 3. Soit f € Z(E), A € Sp(f).

Si A\ est une valeur propre d’ordre «, alors 1 < dimsep(f, \) < a.

N N N N

Ezercices :
3 -4 =5
9) Soit f un endomorphisme de matrice | =1 3 2 | . Déterminez les valeurs propres de f, leur multiplicité et
1 -2 -1

la dimension des sous-espaces propres associés.

2.4 Endomorphisme scindé

Définition. On dit qu’un endomorphisme de E est scindé quand son polynéme caractéristique est scindé
dans K[X] (ce qui signifie qu’il est factorisable en facteurs de degré 1).

Dans le cas d’un endomorphisme scindé, on connait alors la somme et le produit des valeurs propres.

~

KProposition 8. Si f est un endomorphisme scindé, alors tr(f) est la somme des valeurs propres o
chacune est apparait selon son ordre de multiplicité et det(f) est le produit des valeurs propres dans les
meémes conditions.

Si f est scindé et a pour valeurs propres \i,...,\, avec les ordres de multiplicité aq,. .., oy, alors

() = axhe et det(f) = [ Az
g k=1 k=1 J

Si K = C, alors on est dans ce cas, car tous les polynomes de C[X] sont scindés dans C[X] d’aprés le th. de
d’Alembert-Gauss.

Mais si K = R, alors il faut se méfier des raisonnements hatifs : comme un R-endomorphisme peut ne pas avoir
de valeurs propres réelles, la trace et le déterminant peuvent ne pas avoir de rapport avec les valeurs propres
(réelles).




Exercices :

10) Soit f un endomorphisme d’un C-e.v. de dimension n dont la matrice dans une base est remplie par ligne de 1,
ligne de 2, etc. Sans calculer le polynéme caractéristique, déterminez les valeurs propres complexes de f, leur
multiplicité et la dimension des sous-espaces propres associés.

Remarque. Dans le langage courant, on dit souvent que la trace est la somme des valeurs propres. Cette
phrase est correcte seulement si 'on sous-entend que ’on parle ici de la somme des valeurs propres comptées
chacune avec son ordre de multiplicité.
On rencontre en fait deux types de résultats & propos des valeurs propres :

— ceux ou 'on parle des valeurs propres distinctes (comme le th. 2);

— ceux ou 'on parle des valeurs propres comptées selon leur multiplicité (comme la prop. 8).
11 faut donc étre trés attentif & la fagon dont on considére les valeurs propres!

3 Eléments propres d’une matrice carrée

Soit n € N*. Les matrices-colonnes d’ordre n sont les matrices de .4, 1(K), espace souvent identifié avec K".

3.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition. Soit A € 4, (K), A € K.
On dit que A\ est une valeur propre de A quand il existe une matrice-colonne X non nulle tel que AX = A X.

Si A est une valeur propre de X, alors toute matrice-colonne non nulle X tel que AX = AX est appelée
vecteur propre associé a la valeur propre \.

Exemples.
— Pour tout o € K, al,, a pour unique valeur propre « et toute matrice-colonne non nulle de ., 1 (K) est
un vecteur propre associé.
— Si A est une matrice diagonale, alors ses valeurs propres sont les coefficients diagonaux et des vecteurs
propres associés sont les colonnes remplies de 0 sauf un seul coefficient égal a 1.

L’ensemble des valeurs propres d’une matrice A est appelé le spectre de A et est noté Spg (A) ou plus simplement
Sp(A).

Mais comme une matrice & coefficients réels est aussi une matrice a coefficients complexes, il vaut mieux savoir
si on parle des valeurs propres réelles ou complexes. Donc il est préférable d’indiquer clairement le corps de
base, comme le montre le résultat suivant.

KProposition 9. Soit A € M,(K), K un sous-corps de C qui contient K (on appelle K' une extension de\
K).

KAlors Spx (4) C Spg/ (4). D,

KProposition 10. Soit A e M, (K), f € L(FE) et & une base de E. R
Si A= mg?t f, alors Spg(A) = Sp(f).

v

Par conséquent, deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres (mais attention, pas forcément les
meémes vecteurs propres).

3.2 Lien avec les polynémes annulateurs

Proposition 11. Soit A € #,,(K).
Si P est un polynome annulateur de A, alors Spg(A) C Zx(P).

Remarque. Attention! La réciproque est fausse. Contre-exemple : le polynéme P = X? — 1 est annulateur de
I,, et pourtant —1, qui est racine de P, n’est pas valeur propre de I,,.

3.3 Sous-espaces propres



Proposition 12. Soit A € #,(K), A € K.

Alors X\ est valeur propre de A si et s.si A — NI, n’est pas inversible, autrement dit si rg(A — \,,) < n ou
det(A — AL,) = 0.

Si A € Spk(A4), le sous-espace propre associé a la valeur propre X est ’ensemble des vecteurs propres associés a
la valeur propre A auquel on ajoute le vecteur nul. Il est souvent noté sepg (A, \).

sepg(A,\) = {X € #,1(K) /| AX = AX}

Proposition 13. Soit A € #,(K), A € K. Alors
AESpr(4) = rg(A-A,)<n

Dans ce cas, dimsep(A, ) =n —rg(A — Al,).

Attention! Dans la relation dimsep(4,\) = n —rg(A — \I,,), c’est n, pas n? ! Il s’agit de la dimension de
My 1(K), pas celle de 4, (K).

Remarque. Un cas particulier important : 0 est valeur propre si et s.si A n’est pas inversible, c’est-a-dire si
rg A < n.

Théoréme 4. Soit A € #,(K), \,...,\, des valeurs propres distinctes de A.
Alors les sous-espace propres (sepg(A, \i))1<i<p sont en somme directe.

Autrement dit, toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est libre.

Remargque. Quand on demande de déterminer les éléments propres d’une matrice, on demande de déterminer
les valeurs propres et les vecteurs propres associés, c’est-a-dire les sous-espaces propres.

4 Polynéme caractéristique d’une matrice carrée

4.1 Définition et lien avec les valeurs propres

Définition. Soit A € .4, (K).
On appelle polynome caractéristique de A le polynome y 4 = det(X I, — A).

La notation x4 est trés courante : elle est & connaitre.

Proposition 14. Soit A € 4, (K), f € Z(E) et B une base de E.
Si A= mg?tf, alors xa = xf-

Par conséquent, deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique.

Théoréme 5. Soit A € #,(K).

XA est un polynome unitaire de degré n de K[X| et les valeurs propres dans K de A sont exactement les
racines dans K de x 4.

Par conséquent, une matrice carrée de taille (n,n) a au mazimum n valeurs propres distinctes.

N N N N

(Corollaire 1. L’ensemble GL,(K) est dense dans 4, (K).

On peut noter un lien avec la trace et le déterminant.



Proposition 15. Soit A € #,,(K).
Alors x4 = X™ —tr(A) X"t 4+ ...+ (=1)" det(A).

4.2 Ordre de multiplicité et dimension du sous-espace propre

Définition. Soit A € 4, (K), A € Spx(4).
On appelle ordre de multiplicité de la valeur propre A son ordre de multiplicité en tant que racine de x 4.

Si A\ est une valeur propre d’ordre «, alors 1 < dimsepg (A4, \) < a.

Proposition 16. Soit A € #,(K), f € L(E) et # une base de E.
Si A= mggt f, alors dimsepg (A, A) = dimsep(f, A).

Théoréme 6. Soit A € #,(K), X € Spg(4). j

Par conséquent, deux matrices semblables ont des sous-espaces propres de méme dimension (mais pas les mémes
vecteurs propres).

4.3 Matrice scindée

[Déﬁnition. On dit qu’une matrice de .#,(K) est scindée quand son polynome caractéristique est scindé]
dans K[X].

Dans le cas d’une matrice scindée, on connait alors la somme et le produit des valeurs propres.

~

KProposition 17. Si A est une matrice scindée, alors tr(A) est la somme des valeurs propres ou chacune
est apparait selon son ordre de multiplicité et det(A) est le produit des valeurs propres dans les mémes
conditions.

Si A est scindée et a pour valeurs propres Ai,...,\, avec les ordres de multiplicité o, . .., oy, alors
P P
tr(A) = Zak)\k et det(4) = H ALk
K k=1 k=1 j

Si K = C, alors on est dans ce cas, car tous les polyndomes de C[X] sont scindés dans C[X] d’aprés le th. de
d’Alembert-Gauss.

Mais si K = R, alors il faut se méfier des raisonnements hatifs : comme un polynoéme a coefficients réels peut ne
pas avoir de racines réelles, la trace et le déterminant peuvent ne pas avoir de rapport avec les valeurs propres
(réelles).

5 Endomorphismes diagonalisables, matrices diagonalisables

5.1 Définition
Définition. Soit f € Z(E).

On dit que f est diagonalisable quand il existe une base de E constituée de vecteurs propres.
Soit A € 4, (K).

On dit que A est diagonalisable dans .4, (K) (ou K-diagonalisable) quand il existe une base de .4, 1(K)
constituée de vecteurs propres.

D’aprés le lien entre les endomorphismes et les matrices carrées, un endomorphisme est diagonalisable si et s.si
sa matrice dans n’importe quelle base est diagonalisable.



Exercices :

11) La matrice ( i/§ \gg) est-elle R-diagonalisable ? C-diagonalisable ?

5 -8 —4
12) Montrez que la matrice A = 8 —15 —8 | est diagonalisable.
—-10 20 11

0o 1 -1
13) Méme exercice avec B= |2 1 1.

4 -2
1 7 =3
14) La matrice C = |11 7 —3 | est-elle diagonalisable ?
66 42 —18

CProposition 18. Si un endomorphisme (une matrice) est diagonalisable, alors il (elle) est scindé(e). )

Mais la réciproque est fausse.

5.2 Caractérisations équivalentes
On note 2,,(K) l’ensemble des matrices diagonales de ., (K).

Proposition 19. Soit f € Z(E), A € #,(K).
f est diagonalisable si et s.si il existe une base B de E telle que mggtf est diagonale. Dans ce cas, les
valeurs propres de f sont les éléments diagonaux de cette matrice.

A est K-diagonalisable si et s.si elle est K-semblable a une matrice diagonale, i.e. il existe P € GL,(K) et
D e 2,(K) tel que A= PDP~'. Dans ce cas, les valeurs propres de A sont les éléments diagonauz de D.

Exemples.
— Toute matrice diagonale est diagonalisable, car elle est semblable & elle-méme.
— Les projecteurs, les symétries sont diagonalisables.

Remarque. Quitte a changer I’ordre des vecteurs de la base, on peut ranger les valeurs propres sur la diagonale
dans 'ordre qu’on veut.

1 00 1 1 1
Ezemple.SiD=|0 3 0|,P=|0 1 1]etD=P AP,
00 3 2 -1 3

alors la colonne 1 de P est un vecteur propre de A pour la valeur propre 1 et les deux autres sont des vecteurs
propres pour la valeur propre 3,

1 1 1 300
doncenposant Q=1 1 0|,ona@Q t4Q={0 3 0
3 -1 2 0 0 1

Lemme 2. Soit f € Z(FE). On suppose que | est diagonalisable : il existe une base de E dans laquelle la
matrice D de f est diagonale.

Les valeurs propres de f sont les éléments diagonaux de D et si \ est un tel nombre, alors la dimension de
sep(f, \) est le nombre d’occurences de A dans la diagonale de D.

On en déduit les théorémes suivants.

Théoréme 7. Soit f € L(E).

1l y a équivalence entre
— [ est diagonalisable
— les sous-espaces propres de f sont supplémentaires dans E
— Z dimsep(f,A\) =n

XESP(f)

Et sa version matricielle.



Théoréme 8. Soit A € #,(K).

1l y a équivalence entre
— A est diagonalisable dans #,,(K)
— les sous-espaces propres de A dans My, 1(K) sont supplémentaires dans 4, 1(K)

— Z dimsepg (A, \) =n

AESpy (A)
Ezercices :
0o 1 -1
15) Soit A= 12 1 1 |. Calculez les valeurs propres de A. Sans calculer les vecteurs propres associés, montrez
4 -2 4

que A est diagonalisable.

5.3 Lien avec le polynéme caractéristique

Théoréme 9. Soit f € L(E).

Il y a équivalence entre
— [ est diagonalisable
— f est scindé et pour tout A € Sp(f), dimsep(f,\) est égale a 'ordre de multiplicité de \.

Et sa version matricielle.

Théoréme 10. Soit A € 4, (K).

Il y a équivalence entre
— A est diagonalisable dans #,(K)
— A est scindée et pour tout A\ € Sp(A), dimsepg (A, \) est égale a 'ordre de multiplicité de .

Dans le cas oil K = C, la condition « étre scindé » est automatiquement satisfaite.

Un cas particulier trés courant.

Proposition 20. Si un endomorphisme de E posséde exactement n valeurs propres distinctes, alors il est
diagonalisable.

Si une matrice de M, (K) posséde exactement n valeurs propres distinctes dans K, alors elle est diagona-
lisable dans ., (K).

Ezxercices :
-4 8 22
16) Montrez que la matrice | —2 3 4 | est diagonalisable.
-1 2 7

6 Lien entre diagonalisabilité et polyndomes annulateurs

6.1 Racines du polyné6me minimal

Proposition 21.
Soit f € Z(FE). Les racines de piy sont exactement les valeurs propres de f : Zx(ug) = Sp(f).

Soit A € #,(K). Les racines dans K de pua sont exactement les valeurs propres dans K de A : Zx(ua) =
Spk (A4)-

6.2 Lemme des noyaux

Proposition 22. Soit f € Z(F), P,Q deuz polynémes de K[X]| premiers entre eux.
Alors Ker(PQ)(f) = Ker P(f) ® Ker Q(f).




Proposition 23. Soit f € L(E), Pi,..., P, k polynomes de K[X| premiers entre eux deuz d deux. On

k
pose P = HPi.

i=1

k
Alors Ker P(f) = @KerPi(f).
i=1

6.3 Application a la diagonalisabilité

CDéﬁnition. Un polynoéme est dit simplement scindé quand il est scindé et & racines simples. )

( Théoréme 11. Soit f € Z(E). R

1l y a équivalence entre

f est diagonalisable

py est simplement scindé

il existe un polynome annulateur de f qui est scindé et a racines simples

le polynome H (X —)\) est un polynome annulateur de f.
Aes
\_ €Sp(/f) )

Et sa version matricielle.

(" Théoréme 12. Soit A € A, (K). N
Il y a équivalence entre
A est diagonalisable dans 4, (K)

wa est simplement scindé
il existe un polyndome annulateur de A qui est scindé dans K[X] et a racines simples

le polynome H (X — X) est un polynome annulateur de A.

K AESpk (A) J
Ezercices :
2 -1 2
17) Soit A= | 5 —3 3 |. Calculez (A + I3)®. A est-elle diagonalisable ?
-1 0 =2

18) Soit A € #,(K) telle que A% = 1,,. Selon que K soit égal a C ou R, & quelle condition A est-elle K-diagonalisable ?

6.4 Diagonalisabilité d’un endomorphisme induit

Proposition 24. Soit f € £(E), F un s.e.v. stable par f. On note g ’endomorphisme induit par f dans
F.

Alors pg divise py.

Corollaire 2. Soit f € Z(E), F un s.e.v. de E stable par F.

Si f est diagonalisable, alors l’endomorphisme induit par f dans F est aussi diagonalisable.

Ezercices :
1 1 -1
19) Soit f un endomorphisme de matrice {1 1 1 | dans une base & = (e1, ez, e3). Déterminez les s.e.v. de F
1 1 1

stables par f.

20) Codiagonalisation ou diagonalisation simultanée.
Soit A, B deux matrices de .#,(K) diagonalisables et qui commutent (AB = BA).
Montrer qu'il existe P € GL,(K) telle que P~ AP et P~ ' BP sont diagonales.



7 Quelques applications de la diagonalisation

7.1 Puissances d’une matrice, suites récurrentes linéairement

Un petit lemme déja rencontré.

Lemme 3. Soit A,B € #,(K) et P € GL,(K) telles que A= PBP™*.
Alors pour tout k € N, A¥ = pBFp~1,

Le lemme précédent est particuliérement utile si A est diagonalisable et si on choisit B = D, matrice diagonale
semblable & A, car calculer les puissances d’une matrice diagonale est trés facile.

Grace a la diagonalisation de A, on peut espérer exprimer la forme générale des suites récurrentes linéaires (voir
chapitre « Compléments d’algebre linéaire », section sur les polynoémes annulateurs).

Exercices :
Up41 = Up — Un
21) Soit u, v, w les trois suites réelles telles que uo = vo = wo = 1 et pour tout n € N, Un+1 = —4duy, + 4v, — 6w, .
Wnt1 = —3Unp + v, — 4w,

Déterminez des expressions de un,, vn, w, en fonction de n.

Cette technique s’applique en particulier aux suites u vérifiant une relation de récurrence linéaire de la forme :

pour tout n € N, Uptg = @g—1Untd—1 + - - - + Q2Up42 + A1 URL1 + QoUp,.

o 1 0 ... 0
i 0 0 1 :
Un41 A 3
On pose alors X,, = i et A= L0 € My(K).
o 0 0 ... 1
Un+d—1
ap ay az ... Qq—1

Alors pour tout n € N, X, 11 = AX,, et on est ramené au cas précédent.

La matrice A s’appelle la matrice-compagnon du polynéme P = X? —aq_ 1 X% 1 — ... —a1X —ap : elle a la
propriété remarquable que son polyndme caractéristique est P, son polynome minimal est aussi P et donc que
ses valeurs propres sont les racines de P. C’est pourquoi le polynome P est appelé polynome caractéristique
associé a la suite u (cas déja étudié en Premiére Année : d = 2).

On en déduit que A est diagonalisable si et s.si P est scindé a racines simples et dans ce cas, A posséde d valeurs

propres distinctes. Dans ce cas, en notant Aq,...,Ag les valeurs propres distinctes, la suite u est combinaison
linéaire des suites géométriques (A7), ..., (A]).
Exercices :

22) Explicitez 'unique suite (un) vérifiant

uO:O, (51 :1, U2:5 et VHGN, un+3:6un+2711un+1+6un.

7.2 Systémes d’équations différentielles

Ce point sera traité dans le chapitre sur les équations différentielles linéaires.

8 Endomorphismes trigonalisables, matrices trigonalisables

8.1 Définition et propriétés

Définition. Un endomorphisme est dit trigonalisable quand il existe une base dans laquelle sa matrice
est triangulaire supérieure.

Une matrice carrée de .#,(K) est dite trigonalisable dans .4, (K) quand elle est semblable & une matrice
triangulaire supérieure dans .4, (K).

Remarque.
— Si un endomorphisme (une matrice) est diagonalisable, alors il (elle) est trigonalisable.
— Si une matrice est trigonalisable, ses valeurs propres sont les nombres sur la diagonale de toute matrice
triangulaire semblable.
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Ezercices :
-2 -1 7
23) On considére la matrice M = [ 5 4 —8|, f un endomorphisme de matrice M.
1 1 1
Déterminez les éléments propres de M. Est-elle diagonalisable? En complétant une famille libre de vecteurs
propres, déterminez une base # de 'espace ol la matrice de f est triangulaire supérieure, puis trigonalisez M.

2 -4 -5
24) Soit f un endomorphisme de matrice A = | =1 2 2 |. Mountrez que f n’est pas diagonalisable mais est
1 -2 =2

trigonalisable et donnez une base de trigonalisation de f.
Donnez une forme générale pour A”.

Quand un endomorphisme ou une matrice n’est pas diagonalisable, on peut espérer qu’il ou elle est trigonalisable :
faute de grives, on se contente de merles!

Remarque. On ne confondra pas la trigonalisation d’une matrice carrée et la transformation par lignes (ou
colonnes) des matrices vue en Premiére Année! Seule la trigonalisation fournit des matrices semblables! La
transformation par lignes ne conserve que le rang!

8.2 Caractérisation équivalente

La trigonalisabilité est beaucoup plus courante que la diagonalisabilité, comme on le voit grace aux résultats
suivants.

(Proposition 25. Un endomorphisme (une matrice) est trigonalisable si et s.si il (elle) est scindé(e). )

En particulier, quand K = C, tous les endomorphismes sont trigonalisables, toutes les matrices de .#,,(C) sont
trigonalisables dans ., (C).

En pratique, quand on cherche & trigonaliser un endomorphisme, on peut chercher une base dans laquelle la
matrice est triangulaire supérieure avec des 1 ou des 0 sur la sur-diagonale et des 0 sur les diagonales partielles
encore au-dessus (c’est démontrable, mais c’est difficile & démontrer, cela s’appelle le théoréme de Jordan —
hors-programme —).

Théoréme 13. Soit f € Z(FE).

Il y a équivalence entre
— f est trigonalisable
— Xy est scindé
— Ly est scindé
— il existe un polynome annulateur de f qui est scindé.

Et sa version matricielle.

Théoréme 14. Soit A € 4, (K).

1l y a équivalence entre
— A est trigonalisable dans #,,(K)
— XA est scindé
— A est scindé
— il existe un polynéme annulateur de A qui est scindé dans K[X].

Ezxercices :

0 1 1
25) Soit A= 10 0 0]. Calculez A®, puis A%, La matrice A est-elle diagonalisable ? trigonalisable ? Dans Daffir-
0 1 0

mative, dia- ou tri-gonalisez-la.

8.3 Th. de Cayley-Hamilton

[Théoréme 15. Le polynome caractéristique d’un endomorphisme (d’une matrice carrée) est un polynéme]
annulateur.
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Corollaire 3. Le polynéome minimal divise le polynome caractéristique. Donc en dimension n, le polynéome
minimal est de degré au plus n.

Les polynomes minimal et caractéristique partagent les mémes racines dans C (en fait dans tout corps K) mais
pas avec les mémes ordres de multiplicité :

si f est scindé, alors en notant \q1,..., Ax les k valeurs propres distinctes de f, on peut écrire
k k

Xf= H(X —A)% et puy = H(X — )% ou pour tout i € [1,k], 1 < B; < o
i=1 i=1

8.4 Sous-espaces caractéristiques

i=1
k valeurs propres distinctes de f.

k
Définition. Soit f € Z(F) un endomorphisme scindé. On écrit x5 = H(X — i)Y ol Ay,..., A sont les
Les sous-espaces caractéristiques de f sont les noyaux Ker(f — \; Idg)®.

Proposition 26. Les sous-espaces caractéristiques d’un endomorphisme scindé sont supplémentaires et
stables par f.

blocs telle que
— il y a autant de blocs que de valeurs propres : a chaque valeur propre, on associe un unique bloc ;
— chaque bloc est de la forme M. + U ou A\ est la valeur propre associée au bloc, v est l’ordre de
multiplicité de X et U est une matrice strictement triangulaire supérieure de . (K).

Théoréme 16. Tout endomorphisme scindé posséde une base dans laquelle sa matrice est diagonale par
Toute matrice scindée est semblable a une matrice diagonale par blocs vérifiant les conditions précédentes.

[Corollaire 4. La dimension d’un sous-espace caractéristique est l'ordre de multiplicité de la valeur propre
associée.

9 Endomorphismes nilpotents, matrices nilpotentes

9.1 Généralités

Définition. Soit u € Z(FE). On dit que u est nilpotent quand il existe p € N tel que u? = 0.
Soit A € #,(K). On dit que A est nilpotente quand il existe p € N tel que AP = 0.

Le plus petit indice p satisfaisant a la condition précédente s’appelle I'indice de nilpotence de u (de A).

Proposition 27. Toute matrice strictement triangulaire (supérieure ouw inférieure) est nilpotente. Par
conséquent, les matrices semblables a une matrice strictement triangulaire supérieure sont nilpotentes.

Dans la décomposition en sous-espaces caractéristiques, on a vu apparaitre des matrices \I,. + U : les matrices
U sont nilpotentes.

L’ensemble des matrices nilpotentes n’a pas de structure particuliére : en général, la somme, le produit de deux
matrices nilpotentes ne sont pas nilpotents. Néanmoins, avec une condition de commutation supplémentaire, on
a quelques résultats.

Proposition 28. Soit (A, B) € #,,(K)? deuz matrices nilpotentes.
Si A et B commutent (i.e. AB = BA), alors A+ B et AB sont nilpotentes.

On a bien sir les mémes résultats concernant les endomorphismes nilpotents.

9.2 Eléments propres d’un nilpotent
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est X", autrement dit s’il est scindé et n’a qu’une seule valeur propre qui est 0.

Une matrice de #,,(K) est est nilpotente si et s.si son polyndome caractéristique est X", autrement dit si
elle est scindée et n’a qu’une seule valeur propre qui est 0.

L’indice de nilpotence dans ces deux cas est alors le degré du polynéme minimal, il est donc inférieur ou

Proposition 29. Un endomorphisme en dimension n est nilpotent si et s.si son polyndme caractéristique
égal a n.

Mis a part la matrice nulle, aucune autre matrice nilpotente n’est diagonalisable : c’est une idée parfois utile
pour prouver qu’une matrice est nulle (diagonalisable + nilpotente implique nulle).

matrice est triangulaire supérieure stricte. Réciproquement, si un endomorphisme est trigonalisable et n'a
que 0 pour valeur propre, alors il est nilpotent.

Tout matrice nilpotente est trigonalisable : elle est semblable a une matrice triangulaire supérieure stricte.
La réciproque est vraie.

9.3 Application aux sous-espaces caractéristiques d’un endomophisme

Proposition 31. Soit f € Z(FE).

Pour toute valeur propre A, si a est l'ordre de multiplicité de A dans le polynéme minimal de f, le sous-

Proposition 30. Tout endomorphisme nilpotent est trigonalisable : il existe une base dans laquelle sa}
espace caractéristique associé est aussi le noyau Ker(f — AIdg)®. }

On peut méme démontrer mieux.

de f

Alors la suite des noyauz (Ker(f — )\IdE)k) pen €5t strictement croissante jusqu’au rang o, puis constante

Proposition 32. Soit f € Z(FE), A € Sp(f) et « Uordre de multiplicité de A\ dans le polynome minimal
a partir du rang o :

{0} ¢ Ker(f — Mdg) ¢ Ker(f —Adg)? ¢ ... & Ker(f — Adg)* = Ker(f — AIdg)*™! =
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