Mpi Exercice hebdomadaire 5

—+oo
Pour z € R, on pose f(z) = / m dt quand cette intégrale a un sens.
0

Q 1. Déterminez I'ensemble de définition I de la fonction f.

Q 2.
a) Montrez que pour tout = > 1, f(z) = 2z(f(x) — f(z + 1)).
b) Pour n € N*, déduisez-en une expression de f(n) a I’aide de factorielles et de puissances de 2.

Q 3. Montrez que f est monotone sur I, puis a ’aide de ce qui précéde, montrez que f a pour limite 0 en +oc.

1
Q 4. Soit a > 3 et x,y deux réels dans I'intervalle [a, +oo].

—u «

a) Montrez que pour tout a > 0, pour tout (u,v) € [a, 400, [e™ —e™"| < |u — v]e™.
+oo In(1 t2

b) Montrez que l'intégrale / 11(7—1—2)
o (L+t2)e

c) Déduisez-en que f est continue sur U'intervalle [a, +oo], puis sur I tout entier.

dt converge.

+oo
Q 5. Donnez un équivalent de f(z) quand x — 400, puis la nature de 'intégrale / f(z) da.
1
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Exercice hebdomadaire 5 - Corrigé

1
Pour tout x € R, la fonction t = ————— est continue sur [0, +oo] : une étude en +oo suffit.

1+ )"

+oo +oo
et ces fonctions sont positives, donc les intégrales / v dtet / 5 dt
, arer ) e

1

1
Quandt — +00, m’\‘tzﬁ

+o0 1
sont de méme nature. Or 'intégrale / e dt converge si et s.si 2z > 1, donc I = |1/2, +o00].
1

X
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Soit X > 1. On effectue une intégration par parties sur l'intégrale / m dt :
0

X X X 2 X 2
1 1 t 1 14+t-—-1
———dt = [t X —————— —|—2x/ 7dt:X><7+2x/ ———dt
/0 (L422)" [ (1+t2)x]t=o o (I4e2)=tt (1+X2)* o (I42)**t

X x4 /det—/xldt
BRSO o ey )y e )

1 1 1
Or XETWX X m = 0 car X X m){ﬁlmﬁy dOIlC par passage a la hmlte danS 17égahté
précédente, on obtient
f(x) = 2a(f(z) = f(z + 1))

2n — 2)! B |
Par récurrence, on montre que f(n) = 2271(271(71_)1)'2 X g, car f(1) :/0 o e dt = [arctant] 5 = g

Soit (z,y) € I? tel que = < y. Alors pour tout ¢ > 0, In(1 4+ t*) > 0, donc zIn(1 + t?) < yIn(1 + ¢*) donc
. 1 1
(14 2)" = ™0+ < (1 4 £2), done TENBL < A1) Donc par croissance de l'intégrale, f(y) < f(z).

La fonction f est donc décroissante sur I. Comme elle est clairement positive, elle admet une limite réelle ¢ en +oo
(th. de la limite monotone). En particulier, f(n) ——— £.

n— +oo

or(2n — 2) (2=2)*" n NG

e

~ X ~ .
n——+o0 271.(” _ 1) (%)2"72 22n—2 % 2 2\/5

Donc hm f(n) =0, ce qui permet de conclure que £ =0
'Il‘) o0

D’aprés la question Q 2b et la formule de Stirling, f(n)

La fonction ¢ : t —+ e~ " est dérivable sur R, donc d’aprés I'inégalité des acc. finis, [p(u) —o(v)| < |[u—v| sup [ (t)].
teu,v]

Or quand u et v sont dans [, +oc[, le segment [u,v] y est inclus donc pour tout ¢ € [u,v], [¢'(t)] = e * < e

D’ou le résultat attendu.
In(1 + ¢2)
(1+t2)e

In(1+¢%) 2In(¢)

—

La fonction ¢ — est continue sur [0, +oo[ : une étude en +oo suffit.

o In(1 + 12) &t ot

et ces fonctions sont positives, donc les intégrales /

dt — ~ —
Quan +00, (1 _|_t2)a t2a 1 (1 _|_t2)a
ool In(t 1
/ ?2( ) dt sont de méme nature. Comme 2a > 1, on peut choisir 8 € ]1, 2qa[ et alors ?2((1) =0 <tﬂ>
1

T In(1 + 12)
1+a)e
D’aprés la question a, pour tout t € [0, +oo], ‘67““(1“2) — e*yln(”ﬁ)‘ <z —y|In(1 + t2)e*aln(1+t2), i.e.

+o00
1
Or l'intégrale / B dt converge (car 8 > 1), donc l'intégrale / dt converge (absolument).
1 0

1 1
Par croissance de l'intégrale et inégalité triangulaire, on a donc

o A
+oo 1 0 In(1 + ¢2)
r@ -1 [ [ - arm| w<leool [  d

Ceci prouve que f est lipschitzienne sur [a, +oo], donc continue. Et comme ceci est vrai pour tout a > 1/2, f est
continue sur /.
Pour z > 1, on pose n = |z, de sorte que n < z < n+ 1. Comme f est décroissante sur I, f(n) < f(z) < f(n+1).

OF auand = e, m = 00 et ()~ fn-+1)~ 5/ Done par encadvement, )~ 37~ 2

400
Par comparaison de fonctions positives, I’'intégrale / f(z) dz diverge.
1

<z —yl((i;))




