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Devoir surveillé 3 - sujet CCINP-E3A

Probléme 1 - Calcul d’une série et d'une intégrale

Les parties 1 et 2 sont indépendantes. La partie 3 utilise les résultats des parties 1 et 2. La partie 4 est indépendante des
précédentes.

I.

Intégrales et séries

Dans cette partie, o désigne un réel tel que o > 1.

On note, sous réserve d’existence,

I1.
Q 6.

bl oo
F(a) = dt, G(o)= dt

Justifiez 'existence des intégrales F'(a) et G(«).

1
Pour n € N, calculez u, (o) = (—1)”/ t*" dt. Puis montrez que la série Z un (@) converge.
0 n=0
. (_1)n71
Montrez que la série Z ————— est convergente. Est-elle absolument convergente ?
oot -1

1 toe(n+1)

Montrez que pour tout n € N, F(a) = Zuk(a) + (=1t /
P o 14+to

1 ta(n+1)

Montrez que lim

dt = 0. Déduisez-en 1’égalité
n—+oo fo 14 to

+oo
- (CDF
Fla) = kZ:o ka+1

En effectuant le changement de variable u = t'~% et en le justifiant soigneusement, montrez 1’égalité

Gla) = ai1F<ai1)

Montrez I’égalité

+oo j—1
o =3

+oo
Pourquoi 'intégrale / dt converge-t-elle 7 Justifiez ensuite ’égalité
0

1+te

+oo 1 +oo (71)k71
—dt=1+2 _
/0 14t + kZ:l a?k? -1

Trigonométrie et intégrales
Soit z € C — {0,1,—1} et n € N. Justifiez Iégalité

+n _—_—
Z Z2k N Z??L-‘rl
- 1

k=—n z— —



Q 7. Soit z € ]0,7] et n € N*.

n +n
a) Justifiez que 1+ 22 cos(kz) = Z et

k=1 k=—n
1 n sin ((Qngl)w)
b) Montrez que 3 + ];cos(kx) = W
T gin (2n+1)z

Q 8. Pour n € N*, montrez que J,, = / 2__ dx converge et donnez sa valeur.

M X
0 2s8in 5

III. Calcul d’une intégrale

Dans cette partie, a désigne un réel compris strictement entre 0 et 1.

-1

On pose ¢ : [0, 7] — R définie de la fagon suivante :  p(0) =0 et size€]0,7)], ¢(z) = COSQ(L)I
sin £

2

Q 9. Montrez que ¢ est de classe C' sur [0, 7).
s
Q 10. Pour n € N*, on pose I, = / o(x) sin (Q"%l)z) dz. Grace a une intégration par parties que vous justifierez

0
soigneusement, montrez que I,, — 0.

n——+oo
s
Pour n € N*, on pose v,, = / cos(ax) cos(nz) dz.
0

Q 11.

1) asi
a) Montrez que v, = M

a2 —n2
= sin(ma)
b) Montrez que ,;Uk = + I, + J,.
Q 12. Montrez que la série Z vy, converge et donnez la valeur de sa somme en fonction de a.
n>1

Q 13. Montrez que pour tout o > 1, I'égalité

+o0
1
[ mtt-—
0 14-to asin 2

IV. Espaces vectoriels normés
Dans cette partie, o est un réel dans |1, +oo[ et E désigne I’ensemble des fonctions bornées et continues par morceaux sur

[0,400[. Il est admis que E est un R-espace vectoriel. On note encore ¢ une primitive de ¢ —

14t
. 0 f(®)
Q 14. Pour f € F, montrez que I'intégrale T dt converge.
0
e ()
On pose pour tout f € E, ®(f) :/ —dt et |[fllooc = sup |f]-
o 1+t (0,400

Q 15. Justifiez que || || est une norme sur E.

[2(f)]

Q 16. Montrez que ® est une forme linéaire continue sur E et donnez sa norme subordonnée sup W
feE—{0} o0

+oo
Soit E’ I’ensemble des fonctions continues et intégrables sur [0, +o00[. Pour f € E’, on pose || f||1 = / |f]-
0

Q 17. Justifiez que || ||; est une norme sur E'.
Q 18. Montrez que ® est encore une forme linéaire continue sur E’.

Q 19. Pour 3 > 0, on note hg la fonction définie par

1 siz € [0,0]
2
hg(a) = § B2 siz e B, B+ 67
0 six € [B+ B2 +oof
P
Représentez la courbe de hg, calculez ||hgl||1, montrez que la norme subordonnée  sup |||]E|J|c)| est égale a 1.
fee’—{0} 1



I.
Q 1.

Q 2.

Q 3.

Q 4.

Devoir surveillé 3 - sujet CCINP-E3A - Corrigé

Probléme 1

La fonction ¢ —

— est continue sur [0, +oof, donc en particulier sur [0,1] : l'intégrale F'(a) est donc une
intégrale normale d’une fonction continue sur un segment.
1

L+t = ta
fonctions positives, on en déduit que l'intégrale G(«) converge.

“+oo
Pour tout t > 1, 0 < < —, or a > 1, donc l'intégrale / t—adt converge, donc par comparaison de
1

un (o) = (=1)" /Olta” dt = (-1)" [ltanﬂ]l _ =D

an+1 o an+1

La suite de terme général

est positive, décroissante et converge vers 0, donc d’aprés le critére spécial des

an +
séries alternées, la série Z up () converge.
n=0
(—1)n-1 1 1 . . 1
Pour tout n € N, 1| S aZr 1 e Zn? 1 oo a2’ or la série de Riemann Z 22 converge

n>1
(puisque 'exposant de n est strictement supérieur & 1) donc par comparaison de séries & termes positifs, la série

_1\n—1

E %1 est absolument convergente, donc convergente.
on? —

n>=0

n 1 n 1 1— (_ta)n+1
Z up(a) = / Z(—t“)k dt = / W dt (somme des premiers termes d’une suite géométrique de raison
k=0 0 k=0 0 N

différente de 1).

n 1 1 1 1
1 _ta n+1 -1 n+1ta(n+1) ta(nJrl)
Donc Z“k(a) = / dtf/ ﬁdt = F(a)f/ #dt — F(a)i(il)n+1/ dt
k=0 o 1+t o 1+t 0 L+t o 1+t

1 to(n+1)

1+t

Donc F(a) = ” ug(a) 4+ (=1)"H
X0

Plusieurs facons de faire : la plus simple est un encadrement.
ta(n+1) 1 ta(”‘f‘l) 1 1
Pour tout ¢ € [0,1], 0 < <t done 0 < / dt < / ALY | S —
1+t o 1+t o (n+Da+1
1 ta(n+1)
D’aprés le th. d’encadrement, lim dt = 0.

n—+oo Jo 1412

1
Donc lim (—1)"*! / et dt = 0 (produit d’une suite bornée par une suite convergeant vers 0).
n—+o0 o 14+1to
On sait aussi que la série Z u, () converge, autrement dit ses sommes partielles convergent vers la somme de la
n=0
(=1)*
ka+1"

+oo +oo
série, donc par passage a la limite dans 'égalité Q 3a, on en déduit que F(«a) = Z ug(a) = Z
k=0 k=0

Comme 1—a < 0, la fonction ¢ — t! 7% est de classe C! sur [1, +-00], strictement décroissante et réalise une bijection
de [1, +oo[ dans ]0, 1], donc d’apreés le th. de changement de variables dans les intégrales généralisées, on a en posant
1

w=t""donct=ul-a et dt = ul-a




+o0 ( )k

b) D’aprés la question Q 3, F(«a) E bt 1 et donc en remplagant o par %5 (qui est aussi strictement plus grand
a
k =0
: a (=1)* ~ (=D (-1
que 1), on a aussi <a1> ,;_Oka(il+1 (a )g i+ Da—1 (a )]E:l Ja—1

II.

Q 6.

I11.
Q9.

400 i—
1 a (-1t

j=1

1 1400
1 1
Les intégrales / ——dtet / ——— dt convergent, donc par définition, comme ¢ — ———— est continue sur
0o 1+t 1 1+4te 1+4te

“+o00 1 1400
1 1 1
[0, +00], I'intégrale /0 1T dt converge et elle vaut /0 T dt + /1 T dt = F(a) + G(a).

“+o0 +o0 400 “+o0

1 (1p = 1y (1) Xy 1
Onc/ 1+ ¢ Zja+1+z ja—1 +Zja+1 Z]a +Z ( 1 jal)
0 7j=1
1)1
1+Z _1_1+22:7a2 —

“+n “+n +n —+2n 1 (2’2)2n+1
2k _ _—2n 2k+2n _ _—2n 2\k+n _ _—2n 2\j . —2n- -
Z 2% =z Z z =z Z (z%) =z Z(z )Y =z 2 (somme des premiers
k=—n k=—n k=—n j=0
termes d’une suite géométrique de raison z? # 1)
L — p2n+2 1 — p2n+l L2n+l 1
- Z2n - 22n+1 . 22n+1
donc Z 2%k = — = T = i
k=—n - —z z— -
z z
—+n +n +n
Z ezk Z e’LkI +14 Zevkx =14 Zel( k)x + Ze7k'r =1+ Z(e—zkr te 1kT =1+ ZQCOS k‘l‘)
k=—n k=—n k=1 k=1
On utilise le résultat de la question Q 6 en posant z = e”/ 2 (remarque : comme x € ]0, 7], on a bien z différent de

0, 1et —1).

Alors
. o (eiz/2)2n+1 _ ; _ N ) - .
1423 cos(ha) = 3 2% = (PPt _ eniDg _ o—ieiDE  gisin(2n + 1)3)
= = 22 1 - el — e—i% o 2isin(%)
k=1 k=—n T ez

. 2n+1)x
S11 (%)

n 1 & sin (7(2”;“1”)

Donc 1+ 2 Z cos(kx) = TR puis B + Z cos(kx) = oz
k=1 2 k=1 2

sin (2n—2&-1)x

La fonction x — —(——=—
2 sin 5

est continue sur |0, 7] et est prolongeable par continuité en 0 en lui donnant la valeur

2n+1

. Donc l’intégrale J,, converge (fausse singularité en 0).

, . B B 1 :Z - sin(k T _T
D’aprés Q 7, J, 7/ ( +Zcoskx>dx /0 dx+Z/ cos(kx)d 2+Zl{ ] 5"

Sur ]0, 7], ¢ est le quotient de deux fonctions de classe C* donc elle est de classe C*.

2 2
—(ax a
On peut noter que ¢ est continue en 0, car cos(az) —1 ~ (az) et 2sin§ ~ x donc p(x) ~ ——u.

z—0 z—0 z—0 2

(—asin(ax))sin § — (cos(ax) — 1) cos 5-

(sin §)?

1
Enfin, pour tout z € ]0, 7], ¢'(z) = 3



Grace a quelques d.l. en 0 & I'ordre 2, on peut calculez lirr%) o' (z) :
T—

sin(az) = azx + o(z?), sin £ = £ + o(z”) donc (—asin(az))sin £ =

—a?z? x? 1 —a%2?

5 +o(z?), cos L =1— 5 + o(z?) donc (cos(ax) — 1) cos § =

cos(ax) — 1 =
2

I o(z?)

1
donc le numérateur (—asin(axr))sin § — (cos(ar) — 1)5 cos § a pour d.L 1

2 2
x a
or le dénominateur (sin %)2 est équivalent & T donc le quotient ¢'(z) a pour limite Y quand z — 0.

On résume : ¢ est continue sur le segment [0, 7], est de classe C' sur |0, 7] et sa dérivée posséde une limite réelle
en 0, donc d’aprés le th. de limite de la dérivée (= th. de prolongement C'), ¢ est de classe C' sur [0, 7.

Tout ¢a, c’est du programme de Premiére Année!

Q1o0. I,= /0 (x) sin (W) dz = /0 o(z)y' () dx en posant (z) = ~3 2

(2n+1)
n+1COS( - x)

D’aprés la question précédente, ¢ est de classe C'* sur (0, 7], tout comme 1) : on peut donc intégrer par parties.

L= [p@] - [ @ =2 [T @ (252 an

x=0 2n + 1

2 T 2 T K

Donc par inégalité triangulaire, |I,,| < ] / | (z)]. ‘cos <(2"J2r1)m> ’ dz < / | (z)|dz = ol
n 0 0

K est une constante indépendante de n.

Par encadrement, on en déduit que I,, ——— 0.
n—+oo
Q 11.

a) cos(ax) cos(nx) = % (cos((a +mn)zx) + cos((a —n)z)) donc comme a+n # 0 et a —n #0,

_ 1 [sin((a+n)x) sin((a—n)z]™ 1 (sin((a+n)r)  sin((a—n)r
=g s —

2 a+n a—n 2 a+n a—n

x=0

or sin(t 4+ nm) = sin(t — nw) = (—1)" sint donc v, =

(=)™ (sin(ma) = sin(wa) (=1)" asin(wa)
+ = :
2 a+n a—n a? — n?

sin ((2nJ2r1)x)

n n
s - 1
b = 5 s(kx)dx = 3 N 7 _ " ldze d as | ti bcédente.
) 321 U, /0 cos(ax) kg:lcob( r)dx /o cos(ax) 2smZ 5 | d d’apres la partie précédente

. (2n+1)z
Sin (T)

Donc ka / cos (135)2,71c
sin £

2

1 ™
dz — 7/ cos(az) dx
2Jo

. (2n+1)x . (2n+1)x
T St 2 T S 2 1 [sin(az)]” sin(ma)
:/(cos(ax)—l),izdx—i—/ —_— { ] =I,+J,—
0 2sin 5 0 2sin 2 =0 2a
. ™ i T sin(ma)
12. O t I, —— Oet Jp=—-d =
Q n sait que . et que 5 donc ka i3 2g

—+oo

Autrement dit la série Z vy, converge et Z Up = g — Sm2(;m).
n>1 n=1
1
Q 13. Soit @ > 1, on pose a = — € ]0,1] : on peut donc utiliser les résultats précédents.
«a
+o00 . +o00 1 o (m +o00 .
asin —1)™ =sin(Z —1)" asin( =
S = - kz%dmc sn(z >z—52 r - i)
ot 2 2 —~ ()2—n — (3)2—n 2 2
+oo
i (=™ 7 asin( T 1
done asin(§) )y 37 =5 - T done Z e
+oo +oo n—1
1 (=1
Or / dt=1+2
0 1+ to ; 212 1



IV.

Q 14.

Q17.

Q 18.

Q 19.

Donc

+oo 1
/ dt_1+2(.7r7r _1>_”ﬂ
0 14t 2asin(Z) 2 asin(Z)

. . Lf(@)l M
Soit f € E. 11 te alors M > 0 tel tout t € |0, @) <M, d <
oit f existe alors el que pour tou [0, 4+, |f(t)] < one 70 S T e
) +oo 1 +oo f(t)
Or comme « > 1, l'intégrale / 41 converge, donc par comparaison de fonctions positives / T dt
0 0

converge absolument.

D’abord, pour f € E, lexistence de || f]|co est justifiée par le fait que f est bornée.
Si || flleo = 0, alors pour tout ¢ € [0,4+00[, 0 < |f(¢)] < ||f|loc =0 donc f =0.

SiAeRet fekF,alors [Af|loo = sup |[Af| = sup |A.|f| = |A| sup |f| car multiplier par |\|, réel positif,
[0,400[ [0,+00] [0,400[
conserve les inégalités donc la borne sup., donc ||Af|lococ = |Alll f]loo-

Si (f,9) € B2, alors pour tout ¢ € [0, oo, [f(t) +g(t)] < [f()] +|9(O)] < [l + llglloo,
donc || f + glleo < [[flloo + [Iglloo-

Au total, || ||co €st une norme sur E.
Par linéarité de l'intégrale, ® est clairement une forme linéaire sur F. De plus, d’aprés la question Q 14, pour

+o0 1
tout f € E, |P(f)] < || flloo X / ——— dt (inégalité *)
R

1
1+t>

+oo
Ceci prouve que ® est continue et que sa norme subordonnée est inférieure ou égale & / dt. Or si f est
0

“+o0
1
la fonction constante égale a 1, il y a égalité dans I'inégalité *, donc la norme subordonnée vaut / T dt.
0
+oo
Si|lfll = |f] = 0, alors comme la fonction | f| est continue, positive et d’intégrale nulle, elle est nulle d’aprés

0
le th. de stricte positivité de I'intégrale.

Légalitée ||Af]l1 = |A|||f]l1 découle de la linéarité de 'intégrale et 'inégalité triangulaire ||f + g|l1 < [|f]l1 + |lgll1
découle de I'inégalité triangulaire sur les valeurs absolues et de la croissance de l'intégrale.

Au total, || ||1 est une norme sur F.

® est encore une forme linéaire sur £’ et pour tout f € E’,

+o0 +oo o0 —+00
oi=| [ < [ = [T < [T swrae =111

14t
Donc & est continue sur £’ et sa norme subordonnée est au plus égale & 1.

62

hg est continue et affine par morceaux. Un simple calcul montre que ||hglls = 5+ —

dt+/6+5 (1) dt = o(B) —<p(0)+/6+6 hst) 4y
8

B
De plus, ®(hg) = /
0

1+ te 1+t 5 Ll+te
B+8> hs(t)
On note vg = / T dt. Par simple encadrement, on a 0 < v < 5%
B
bone 12l _ #(8) = 9@ + v 9(8) — 9(0) + v
— - :
Thall B+ Z 5 3
— (0 h
Comme hm — = (0 par encadrement et lim M = 1 par définition de ¢, on en déduit que hm [©(hs )|
B—0 5 B—0 B 0 [lhsllx

Grace a I'inégalité de Q 18, on en déduit que la norme subordonnée de ® : B’ — R est égale & 1.



