Mpi Devoir surveillé 3 - sujet X-ENS

Probléeéme 1 - Un peu de topologie des ensembles de matrices

Pour n € N*, on note
— GL,(R) ensemble des matrices inversibles de ., (R);
— SL,(R) le sous-ensemble des matrices de déterminant 1;
— (Fi j)1<ij<n la base canonique de ., (R).

X

I. Transvections et dilatations

Soit n > 2.

Pour (i,7) € [1, n]]2 tel que 7 # j et A € R, on note T; ;(A) la matrice I,, + AE; ;, appelée matrice de transvection.
Q 1. Montrer que T} j(\) € SL,(R) : que vaut T; j(A)~*?

Q 2. Soit A € #,(R). Expliquez comment obtenir A.T; ;(\) et T} ;j(\).A & partir de A en effectuant des opérations
élémentaires sur les lignes ou colonnes de A.

Q 3. Soit A € GL,(R). Montrer qu’il existe deux matrices P, @ qui sont des produits de matrices de transvections telles
que B = (b; ;) = PAQ vérifie : by 1 = 1 et pour tout j > 2, by ; =b; 1 = 0.

Q 4. Montrer que toute matrice de SL, (R) est un produit de matrices de transvection.
Pour i € [1,n] et A € R*, on note D;(X) la matrice I,, + (A — 1)E; ;, appelée matrice de dilatation.

Q 5. Montrer que toute matrice de GL,(R) est un produit de matrices de tranvection ou de dilatation.

II. Propriétés topologiques de quelques ensembles de matrices

Q 6. Les ensembles GL,(R), SL,(R) sont-ils ouverts ou fermés ?

Q 7. Montrer que SL,(R) est d’intérieur vide et que GL,(R) est dense dans M, (R).

Q 8. Montrer que SL,(R) est connexe par arcs. Pourquoi GL,,(R) n’est-il pas connexe par arcs ?

Q 9. Montrer que GL,(R) a deux composantes connexes par arcs.

Pour r € [1,n], on note &, ’ensemble des matrices de .#,(R) de rang r et %, celui des matrices de rang inférieur ou égal
ar.

Q 10. Montrer que .%, est connexe par arcs.

Q 11. Pour quelles valeurs de r &, est-il connexe par arcs?

Q 12. Montrer que si r < n — 1, &, est d’intérieur vide et que adhérence de & est .%,.

Probléeme 2 - D’aprées ENS MP-MPI 2024

Deux parties sur les trois du sujet original.

Notations

Soit E une partie de C.

A toute suite (u,)nen & valeurs dans F, ce que I'on note (uy, )nen € EN, on associe la suite (0n)nen des sommes partielles
de Cesaro définie par

1 n
v 207 n — 5
n o n_’_l];)uk

et la suite (e, )nen des écarts définie par
Vn =0, e, =uUpt1 — Up-

A toute série E @y, avec (an)neN € EN. on associe la suite (Sn)nen des sommes partielles définie par
n=0

Vn>=0, S,= Zak.
k=0



Si la série E a, est convergente, on note S sa somme définie par
n=0

“+oo
Szg a, = lim Sy,
N——+oco
n=0

et (Ry,)nen la suite des restes définie par

o0
Vn=0, R,=S-S,= > a.
k=n+1

Etant donné un intervalle I de R, on note
€°(I)={f: I — R ; f continue sur I},

E2(I) = {f : I — R ; f continue et bornée sur I}.

I. Lemme de Cesaro

Le but de cette partie est de démontrer le lemme de Cesaro, voir question 1, d’en proposer des applications et d’établir
certains variantes puis des réciproques partielles.

Q 1. Soient (uy)nen € CN et ¢ € C. Démontrer que

( lim w, = 6) = < lim o, = 6) . (Cesaro)

n——+oo n——+oo
Si (un)nen est & valeurs réelles, démontrer que le résultat subsiste si £ = +00 ou £ = —oc.
Applications.
n
Q 2. En utilisant (Cesaro), calculer la limite de la suite (v, ),>1 définie par v, = Z —. Puis, 4 l’aide d’une comparaison

k=1
série-intégrale, donner un équivalent de (vy,)n>1-

Q 3. Soient (up)neny € RY et o € R*. On suppose que hIJIrl e, = a. En utilisant (Cesaro), donner un équivalent de
n—-+oo

(un)nen- Retrouver ce résultat par un théoréme de comparaison de séries & termes positifs.

Q 4. Soient (u,)nen €]0, 400N et ¢ €]0,+oo[. On suppose que lim Unt1

n—-+oo Up,

= (. Démontrer que lim Yu, = /.
n—-+oo

n
n

n . n
Démontrer que le résultat subsiste si £ = 0 ou £ = 400. En déduire lim Vvn!et lim —.
n—-+o0o n—-+oo n!

Q 5. Soient (an)nen € cN, (bn)nen € CN a e CetbeC.Onsuppose que lim a, =aet lim b, =b. Démontrer que

li

n—-+oo n—-+oo
1 n

lim —E arpbn_r | = ab.

n—+oo nk—O

Q 6. Soient Z an et Z b, deux séries de nombres complexes, convergentes de sommes respectives A et B. On note

n>=0 n>=0
n

(¢n)nen la suite de terme général ¢, = Zakbn_k et (Cy)nen la suite des sommes partielles associées définie par
k=0

n
C, = g cx. Démontrer que
k=0

. 1
nErJrrloo (n kz Ck> = AB. (Cauchy)

Réciproques partielles.

Q 7. Vérifier que la réciproque de (Cesiro) n’est pas toujours vraie en exhibant une suite (u,)nen € RY qui ne converge
pas et telle que (o, )nen converge dans R.



Q 8. Soit (un)nen € RY et £ € R. Démontrer que

( lim o, =/ et (un)nen monotone) — ( lim wu, = E) )

n—-+oo n—-+4oo

Démontrer que le résultat subsiste pour £ = 400 ou £ = —co.

Q 9. Soient (uy)nen € CN et £ € C. Démontrer que

1
( lim o,=/ete, =0 (n)) = ( lim w, = E) . (Hardy faible)

n—-+oo n—-+4oo

Indication : on pourra démontrer que pour tout n > 1,

Z ker = nupq1 — Z U

k=0
Q 10. Soient (uy)neny € CY et £ € C. Le but de cette question est de démontrer que

( lim o,=Ffete, =0 <1)> — ( lim w, = €> . (Hardy fort)
n

n—-+4oo n—-+oo

1
On suppose que lim o, =fete, =0 <)
n

—+00

a) Soit 0 < n < m. Démontrer que
> e (m o

b) En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tous 2 < n < m on a
m—1

nl < Cln ( )
n—1

+1
)+m (o — € + o — ) -
m—"n

H'Mg

(m+1om —(n+1)o,
m—n

et
-1

-1

|un, — €| < C’ln(
n

¢) En déduire (Hardy fort). Indication : on pourra prendre m = 1+ |an] avec un parameétre o > 1 & choisir, ou |z |
désigne la partie entiére de x € R.

II. Variantes continues du lemme de Cesaro
Le but de cette partie est d’étudier des versions continues du lemme de Cesaro et de leurs réciproques partielles.

Q 11. Soient f € €°(]0, +00]) et £ € R. Démontrer que

(i s =) = (um 1 ["rma=r).

Q 12. A l’aide d’un contre-exemple, démontrer que la réciproque du résultat de la question 11 est fausse.

Q 13. Soient f € €°(]0, +o0]) et £ € R. Démontrer que
( lim (f(z+1)— f(x)) :£> = ( lim J@) :€>.

r—+o0 r——+o0 €T
Q 14. Soit f € ()0, +oc[). On définit la transformée de Laplace de f par la fonction
+oo
Z(f) : t €]0, +oo[— / e " f(z) dz
0

—+o0
Démontrer que .Z(f) est bien définie, qu’elle est de classe € sur ]0, +oo[ et que Z(f) (t) = — / re ¥ f(z) d.
0

Q 15. Soit f € €2(]0,+oc[). Le but de cette question est de démontrer que

< /O " o) de Converge> — (3351 L)) = /O ) dx) ,

+oo
On suppose que / f(x) dz converge.
0



a) Démontrer que la fonction
“+oo
F:ae[0,+oo[= / () dt
T
est bien définie, continue et bornée sur [0, +-0o], de classe €' sur ]0, +-o0[ et vérifie F/ = —f.
+oo
b) Démountrer que lim+ Z(H) = / f(x) dz par une intégration par parties.
t—0

0
Q 16. Démontrer que

+o0 s
/ sin(x) do =
0

T
x 2"



II.

Q 6.

Devoir surveillé 3 - sujet X-ENS - Corrigé

Probléme 1

La matrice T; j(\) est triangulaire et sa diagonale ne contient que des 1, donc det T; ;(A\) =1, i.e. T; j(A) € SL,(R).

De plus, il est facile de vérifier que T; ;(A) ™" = T; j(—A), car T ;(A).T; ; (=) = (In+AE; ;). (In—AE; j) = I,—\°E}
or comme i # j, Efj =0 donc T; ;(X).T; j (=) = I,.

Simple vérification : A.T; ;(\) est obtenue & partir de A en effectuant l'opération élémentaire C; + C; + AC;;
T; ;(A).A est obtenue & partir de A en effectuant 'opération élémentaire L; <— L; + AL;.

On étudie plusieurs cas.

Si ai,; = 1, alors en effectuant les opérations Cj <= C; — aq ;C1 pour j > 2, on obtient des 0 sur la premiére ligne

et en effectuant les opérations L; <— L; — a;, 1L, pour ¢ > 2, on obtient des 0 sur la premiére colonne; or d’aprés

ce qui précéde, on peut traduire les opérations élémentaires en produit & gauche ou & droite par produits par des

matrices de transvection, donc il existe P, @, produits de matrices de transvections telles que B = (b; ;) = PAQ

vérifie : by =1 et pour tout j > 2, by ; = b;1 = 0.

Siai, # 1 et sl existe sur la premiére ligne un autre coefficient non nul a; ; (j > 2), alors en effectuant 'opération

1—-a . . . N .

Cy+ Ci — 71’163, on obtient un 1 en haut & droite : on est ramené au cas précédent en travaillant & partir
ai,j

d’un produit A.T.

Siarq # 1 et §'il existe sur la premiére colonne un autre coefficient non nul a;;1 (¢ > 2), alors en effectuant
. 1—-ai, . . . .
lopération Ly < L; — —=C}, on obtient un 1 en haut & droite : on est ramené au premier cas en travaillant &

a; 1
partir d’un produit T'.A.
Enfin, si a11 # 1 et pour tout j > 2, a1 ; = a;,1 = 0, alors comme A est inversible, il existe au moins un autre
élément non nul a; ; avec ¢,j > 2; en effectuant 'opération L; < Ly + a; ;L;, on raméne un coeflicient non nul en

position (1, j) sans avoir changé a1 et on est ramené au deuxiéme cas en travaillant & partir d’un produit 7. A.

Dans tous les cas, on peut donc trouver P, @, produits de matrices de transvections telles que B = (b; ;) = PAQ
vérifie : by =1 et pour tout j > 2, by ; = b;1 = 0.

Par récurrence sur n. On pose &(n) le prédicat « toute matrice de SL,(R) est un produit de matrices de trans-
vection ».

P (1) est vraie car la seule matrice de SL;(R) est la matrice (1), produit de 0 matrices de transvection.

Si Z(n — 1) est vraie (n > 2), alors soit A € SL,(R). D’aprés la question précédente, il existe P, @, produits de
matrices de transvections telles que B = (b; ;) = PAQ vérifie : by ;1 =1 et pour tout j > 2, by ; = b;1 =0.

(1) g, ou C € My—1(R). Comme det P = det@ = 1 (voir Q 1), det B =
det A=1doncdetC=1:C e SL,_1(R).

B est donc par blocs de la forme

Par hypothése de récurrence, il existe 77, ..., T} matrices de transvection de .#;,_1(R) telles que C =T} ... T}.

Pour i € [1,k], on pose T} = <(1) 19), matrice de transvection de .#,,(R) et on a alors par produit par blocs
B=PAQ=T,...T}.

onc A =P~ - ““etonavuen ue l'inverse d’une matrice de transvection est encore une matrice
Donc A= P77 ... T{Q " et 1 I d’ trice de t t t t
de transvection, donc P~! et Q! sont des produits de matrices de transvection : Z(n) est donc vraie.

D’aprés le principe de récurrence, pour tout n > 1, &?(n) est vraie.

Soit A € GL,(R) et d = det A # 0. On pose D = D;(d) et B = D™'A : alors B € SL,(R) est un produit de
matrices de transvection et donc A = DB est un produit de matrices de tranvection ou de dilatation. Remarque :
le choix de Dy plutot que D; quelconque est arbitraire.

L’application det est continue sur .#,(R) comme application polynomiale en les coefficients. Or GL,(R) =
det ' (R*) est I'image réciproque d’un ouvert et SL,(R) = det™'({1}) est I'image réciproque d’un fermé, donc
GL,(R) est un ouvert et SL,(R) est un fermé.



Q.

Qo.

Q 10.

Q 11.

Soit A € SL,(R). On choisit une suite (ux) & termes dans [0, 1] qui converge vers 1. Alors la suite (uxA)gen n’a
aucun terme dans SL,(R) (car det(upA) = up det A = uf # 1) et converge vers A. Donc dans toute boule ouverte
de centre A, on peut trouver une matrice de cette suite, ce qui interdit a la boule d’étre incluse dans SL,(R).
Conclusion : SL,(R) n’a aucun point intérieur, i.e. son intérieur est vide.

Soit A € 4, (R). On note r = rg(A). Alors A est équivalente & la matrice J, = diag(l,,0,_,) (matrice diagonale
par blocs) : il existe P, Q inversibles telles que A = PJ,.Q. On pose alors pour k € N, A, = P diag(l,, 2i,CIn,T)Q :
la suite (Ay) est alors & termes dans GL,(R) et converge vers A. Ceci prouve que GL,(R) est dense dans M, (R).

Soit A € SL,(R). D’aprés la partie 1, il existe des matrices de transvection T'(A1),...,T(A\x) telles que A =
T(M\)...T(A\x). Pour t € [0,1], on pose alors ¢(t) = T'(tA1)...T(t\;). L’application ¢ est alors continue sur [0, 1],
a termes dans SL, (R) et ¢(0) = I,, (1) = A. Ceci prouve que toute matrice de SL, (R) est en relation de connexité
avec I, (relation d’équivalence), donc toutes les matrices de SL,,(R) sont en relation : SL,,(R) est connexe par arcs.

Si GL,(R) est connexe par arcs, alors comme det est continue, son image R* = det(GL,(R)) est aussi connexe par
arcs, ce qui est faux. Donc GL,(R) n’est pas connexe par arcs.

Soit A € GL,(R) telle que det A = d > 0. D’aprés Q 5, il existe des matrices de transvection T'(A1), ..., T(Ag) telles
que A= D1(d)T(A1)...T (). Pour t € [0, 1], on pose alors ¢(t) = D1 (td+1—¢t)T(tA1) ... T(tA;). L’application ¢
est alors continue sur [0,1], & termes dans GL,(R) et toutes ses valeurs ont un déterminant strictement positif et
»(0) = I, (1) = A. Ceci prouve que toute matrice de GL,(R) & déterminant strictement positif est en relation
de connexité avec I, (relation d’équivalence), donc toutes ces matrices sont en relation : GL,(R) N det_l(Rj_) est
connexe par arcs.

De meéme, si A € GL,(R) telle que det A = d < 0, alors A est en relation avec diag(—1,1,...,1), donc GL,(R) N
det™'(R*) est connexe par arcs.

Comme GL,,(R)Ndet™ " (R%) et GL,(R)Ndet " (R* ) forment une partition de GL,(R) en deux ensembles connexes
par arcs et qu’aucune matrice du premier ne peut étre en relation avec une du second (sinon le déterminant

s’annulerait sur le chemin les reliant par th. des valeurs intermédiaires), ce sont donc les deux composantes connexes
par arcs de GL, (R).

Soit A € %, : on note s = rg(A) < r. Alors A est équivalente & la matrice J, = diag([s,0,—5) (matrice diagonale
par blocs) : il existe P, @ inversibles telles que A = PJ;Q. On pose alors pour ¢ € [0, 1], p(t) = P diag(tls,0,_5)Q :
Papplication ¢ est alors continue sur [0,1], & termes dans %, et ©(0) = 0, ¢(1) = A. Ceci prouve que toutes les
matrices de .%,. sont en relation avec la matrice nulle, donc .%, est connexe par arcs.

D’aprés Q 8, &, = GL,(R) n’est pas connexe par arcs.

Soit r < n — 1. Soit A € &,. A est équivalente & la matrice J, : il existe P, @ inversibles telles que A = PJ,.Q.
Premier cas : det P > 0 et det @ > 0. D’aprés Q 9, il existe ¢ et v continues sur [0, 1] & valeurs dans GL,(R) N
det ™" (R?%) telles que ¢(0) = I,, = ¥(0) et (1) = P, ¢(1) = Q. L’application ¢ — ¢(t).J,1b(t) est alors un chemin
continu qui relie A et J,. dans &,.

Deuxiéme cas : det P > 0 et det @ < 0. D’aprés Q 9, il existe ¢ et ¢ continues sur [0,1] & valeurs dans GL,(R) N
det™" (R%) et GL,(R) Ndet™ " (R*) telles que ¢(0) = I, ¢(1) = P, ¢(0) = D,(-1), ¥(1) = Q. L’application
t v+ (t)J-1(t) est alors un chemin continu qui relie A et J,. dans &, car J,.D,(—1) = J,.

Troisiéme cas : det P < 0 et det@ > 0. On fait de méme en échangeant les roles de P et () car on a toujours
D,(-1)J, = J..

Dernier cas : det P < 0 et det @ < 0. On fait de méme avec deux chemins dans G L, (R) Ndet™ " (R*) qui relient P
et Q a D,(—1), car D (—1)J,Dy(=1) = J,.

Dans tous les cas, on a relié A et J,.. Donc &, est connexe par arcs.
Conclusion : &, est connexe par arcs si et s.sir <n—1.

Soit A € &,. Alors A est équivalente & la matrice J,. : il existe P, @ inversibles telles que A = PJ,.Q. La suite
des matrices Ay = P diag(I,, 2%In_T)Q est une suite de matrices inversibles (donc qui ne sont pas dans &) qui
converge vers A. Comme en Q 7, ceci prouve que lintérieur de &, est vide.

Soit A € %, : on note s = rg(A) < r. Alors A est équivalente a la matrice J, = diag(ls,0,—5) : il existe P,Q
inversibles telles que A = PJ;Q. On pose alors pour k € N, A, = P diag([;, 2%],._5,0”_,.)@ : la suite (Ay) est a
termes dans E, et converge vers A, donc A € &,. Ceci prouve .%, C &,.

Pour la réciproque, on utilise le résultat suivant : une matrice est de rang au moins r si et s.si il existe une matrice
carrée de taille (r,r) extraite de A de déterminant non nul (pour le sens direct, il suffit d’extraire des familles de
cardinal r des deux familles des colonnes et des lignes; pour le sens réciproque, I’hypothése prouve que la famille
des lignes est de rang au moins r puisqu’elle contient une famille libre de cardinal r). Par contraposée, toutes les
matrices extraites de taille (r,7) sont de déterminant nul si et s.si le rang est strictement inférieur a r.

Soit donc A € &,. Il existe une suite de matrices de rang 7 (A) qui converge vers A. Soit I, J deux sous-ensembles



de cardinal 7+1 de [1, n]. Pour tout k € N, le déterminant Ay ;(Ay) de la matrice extraite de Ay, en sélectionnant les
numéros de lignes conservées dans I et les numéros de colonnes dans J est donc nul. Or A ;(Ag) k—) Ap s(A)
—+o0

par continuité du déterminant, donc Ay ;(A) = 0. Ceci prouve que toutes les matrices de taille (r+1,7+1) extraites
de A sont de déterminant nul, donc que rg(A) < r, i.e. A € %,.. Donc on a montré l'inclusion &, C %,.

Au total, on a I'égalité .7, = &,.

Probléme 2

Corrigé d’Adrien Joseph, merci & lui.

Q 1. Supposons que la suite (u,) converge vers ¢. Puisque u, —¢ = o(1) et que Z 1 est une série divergente a termes posi-

tifs, on sait que Z ug—f) = o (Z 1) i.e. que (n+1)(0,—¢) = o(n+1). Ainsi‘ (0y,) converge vers £ si (u,) converge vers ¢

Supposons maintenant que la suite de nombres réels (u,) tende vers +oo. Alors 1 = o(uy,) et Zun est une série

n n
(grossiérement) divergente & termes positifs (& partir d’un certain rang) On en déduit que Z l=o (Z uk>, i.e.
k=0 k=0
que n+1 = o((n+1)o,), ce qui montre que la suite (|o,|) tend vers +oco. Or, comme Z Uy, est une série divergente
a termes positifs, la suite de ses sommes partielles tend vers +oco donc o, > 0 & partir d’un certain rang. On en

déduit que ‘ (o) tend vers 400 si (u,,) tend vers +oo ‘

En considérant la suite (—u, ), on montre que ‘ (0y,) tend vers —oo si (uy,) tend vers —oo ‘

Remarque. Cette question est assez étrange puisque le théoréme de Cesaro (pour une limite finie ou infinie) est
désormais explicitement au programme de MP et de MPL.

n—1
1
Q 2. Comme ngrfoo I =0, le lemme de Cesaro assure que ngrfoo - Z Pl =0, i.e. ’ (vy) converge vers 0 ‘
. 1 1 1 1
Soit n et k des éléments de N\ {0, 1}. Pour tout ¢t € [k — 1,k], z < 7 S < P donc, en intégrant sur le segment
1 1
[k—1,k], % <lnk-In(k-1) < 1 En sommant la premiére majoration pour k variant de 2 & n et la seconde pour
1
k variant de de 2 & n+1, on obtient In(n+1) < nv, <Ilnn+1, donc lnn < <Inn+1puisl < IL < 1—1—1—.
nn
1
Le théoréme des gendarmes assure alors que lim Mn _ 1, i.e |v, ~ an)
n—+oo Inn n
n—1 w —u
Q 3. Comme la suite (e,,) converge vers «, le lemme de Cesaro assure que lim — Z er =, t.e. lim -0
n—4+ocon = n—-+oo n

Uuo

Or, lim — =0. Par somme, lim — = «, donc, comme « # 0,
n—+oo N n—+oo N

Puisque up411 — up ~ a et que Za est une série (grossiérement) divergente dont les termes gardent un signe

n—1 n—1
constant, on sait que Z(“kﬂ —up) ~ Za, i.e. up — ug ~ an. En particulier (Ju,|) tend vers 4+oo donc
k=0 k=0
Up — Uy ~ Uy,. Finalement, .
Q 4. raitons les cas £ € |0,400[, £ = 0 et £ = 400 ensemble en décrétant que In(0) = —oo et que In(+o00) = 400 et

u
en supposant que lim —~% = ¢. Avec notre convention, lim In(tpy1) — In(u,) = In(¢) donc d’aprés le lemme
~>+oo Up, n—-+o0o

In(uy,) — In(ugp) In(ug)

de Cesaro, nll)r_{loo - E In(ugy1) — In(ug) = In(f), i.e. nll)r_{loo - = In(¢). Or, ngrfm = 0. Par
somme, lim M =1In(¢), i.e. lim In({/u,)=In(f). On en déduit que| lim < u, =/
’ n——+00 n T n——+00 n ’ 4 n——+00 " ’
o . . (n41) - .
En considérant la suite (n!), comme lim -~—— = +00, on en déduit que| lim Vn!=+oco|
n—-+oo 7’],' n—-+o0o




Q 6.

Q7.

Enfin, comme
(n+1)"+1

(@f”:<1+i>n=em(nm(1+;)>zemﬂh+dn)=€+dn

n!

(n+1)n+1
. (n+1)! . nfmnm
ona: lim ——5~— =¢, donc| lim — =c|

n—-+oo o n—-+o0o ’n,'

Posons, pour tout n € N, u,, = a,, — a et v,, = b, — b. Soit n € N*. On remarque que :

n

:lkz_:oakbnk = %Z(a + ug)(b+ vp—g) = ab+ % ka + % Zuk + % Zukvn,k,

k=0 k=0 k=0 k=0

. . 1
Comme lim v, =0, le lemme de Cesaro assure que lim — E vr = 0. De méme, lim E ur, = 0. Montrons
n—-+o00 n—+oo n n—+oo n

n

pour finir que lim Zukvn x = 0. Les suites (u,) et (v,) étant convergentes, elles sont bornées : on dispose

n—+oco n
=0
de M > 0 tel que pour toutneN |un| < M et |v,| < M. Soit e > 0. Comme l1m u, = lim v, = 0, on dispose
n—-+4oo n—-+oo
de ng € N tel que pour tout n > ng, |u,| < € et |v,| < e. Pour tout n > 2ng, on a donc :
1 JR 1 " 1 1 "
ULV < Uk ||V —g| + —— upllvp—k] < —— Mxe+—— exM = Me,
n+1ZM a1 2 llonsl 4oy D hallon-id < oy DY
k=no+1 k=0 k=ng+1

ce qui montre par définition de la limite (rappelons que le réel M ne dépend pas de €) que lim Z UpUp_f =
n—+oon + 1

0 puis que hrn Z%)ukvn r = 0. Finalement ngrfm - Zakb _p=abl

n n
Posons, pour tout n € N, 4, = kz_oak et B, = ];)bk. D’aprés la question précédente, ngrfoo " Z ApB,_ = AB.

Or, pour tout n € N,

ZAkB"_k = Z AkBg = Z Z Z aibj = Z aibj Z 1
k=0

(k,0)e[o,n]? (k,0)e[0,n]? i€[0,n] j€[0,n] (z,j)E[O n]? (k é)eﬂz n]x[j,n]
k4+l=n k+l=n i<k i<t i+j<n +l=n

- > card ({(k,0) € [i,n] x [j,n]; k+ £ =n}) a;b;

(4,5)€[0,n]?
itj<n

= Z card ({(k,n —k); k € [i,n — j] }) a;b;

(4,5)€[0,n]?
itj<n

- > (n—i—j+1ab,

(4,5)€0,n]?

(AL
et
IS DD VD IR WD IR D MR DRED o R ey
kelo,n] ZE[[O n] (t,5)€[0, n]? kefo,n] (i,5)€[o, n]] (3,5)€[0, n]]2 ke[o,n] (i,5)€[0,n]>
<k itj=2 it+j<k i+j<n kzitj i+j<n

1< 1 ¢
Final *, = ApB,_p = — . 1 1 = AB|.
inalement, pour tout n € N*, n,;) kDn—k nkZ_OC’k On conclut que n_l}rJrrloonZCk

1
2n+1

Considérons la suite‘ (un) = ((-1D)™)

. Alors la suite (u,) ne converge pas et comme, pour tout n € N, gq,, =

et oapy1 = 0, la suite (o,) converge (vers 0).

Supposons d’emblée que ¢ € R U {—o0,+0}, que (o,) tend vers £ et que (u,) est monotone. Cette derniére
hypothése assure que (u,) tend vers une limite ¢/ € R U {—o0, +o0}, donc d’apres la question 1, (0,,) tend vers £'.

Comme (0,) tend vers £, 'unicité de la limite assure que ¢’ = ¢ donc ‘ (u,) tend vers une ¢ ‘




Q 9.

Q 10.

L’indication peut se montrer via un calcul direct mais une récurrence immédiate donne le résultat encore plus

rapidement : 'initialisation vient de la définition de e; et si n > 1 est tel que Z ke = nup4q — Z uy, alors

k=0 k=1
n+1 n
Z kex = nupi1 — Zuk + (n+ Depr1 = nupsq — Zuk + (n+ 1) (tUpt2 — Unt1) = (n+ Do — Zuk — Upt1,
k=0 k=1 k=1 k=1

ce qui prouve I’hérédité. Finalement, | pour tout n > 1, z ke = nup41 — Zuk .
k=0

Supposons maintenant que lim o, ={ et que lim ne, = 0. Alors d’aprés ce qui précéde, pour tout n > 2,
n—-+oo n—-+00

n—1
1 Ug
E uk: X*E kek+ XO’nl— .
-1 n—1
k=1
n—1
Or, comme lim ne, =0, le lemme de Cesaro assure que lim E ke = 0. Comme d’autre part hm Opn_1 =
n—-+o0o n—-+oo n n—

=0

£, on en déduit finalement que | lim wu, =/|
n——+oo

Ici encore, un calcul direct peut aboutir mais une récurrence sur m > n+ 1 (A n € N fix¢) donne le resultat plus

m
rapidement : l'initialisation vient de la définition de e,, et sim > n+1 est tel que Z ug—(m—n)u, = Z (m—j)e;
k=n+1 j=n
(remarquons que cette derniére somme peut aussi s’arréter & j = m), alors
m—+1 m m m m
Z up—(m+1—n)uy = Upp1 —up+ Z ug — (m—n)u, = Z(uj"'l —u; ) +Z(m—j)ej = Z(e] +(m—j)e;)
k=n+1 k=n-+1 j=n j=n j=n
m m—1
ce qui prouve I’hérédité. Finalement, | pour tous n > 0 et m > n, Z ug — (m —n)u, = Z (m—j)ej|
k=n+1 j=n
m
Soit n et m des entiers tels que 2 < n < m. Remarquons que (m + 1)o,, — (n + 1)o, = Z uy, donc, d’aprés la
k=n-+1
. (m+1)om — (n+1)o, 1= )
question précédente, — Uy = Z (m — j)e; donc
m-—n m-—n “
j=n
- 1
(m+ Do, — (n+ 1oy, e —
R R <Xkl
1 . . ) .
Or, comme e; = O | - |, on dispose d’une constante C' > 0 (qui ne dépend donc pas de n ni de m) telle que pour
J
C’ 1
tout j € N*, |e;| < —. En exploitant 'inégalité « pour tout j > <lnj —1In(j — 1) » établie a la question Q 2
)

(on peut aussi montrer cette inégalité en exploitant la concavité du logarithme), on a donc finalement :

(m+ 1o, —(n+1)o m- m— ) o
; ; (Inj—In(j — 1)) = C(In(m — 1) — In(n — 1)) = C'ln (nl>

",
m-—n _

- (m+ 1oy, — (n+1)o, m—1
D’ou, | en notant C' =1+ sup (jle;|) > 0, on a : pour tous m > n > 2, —Up| < Cln

Jen* m-—n n —

Soit n et m des entiers tels que 2 < n < m. On écrit :

(m+1)om — (n+1)o, n (m4+1)(om —£)— (n+1)(on — E).

Uy — = Uy —

donc, d’aprés ce qui précéde :

1)+(m+1)|am€|+(n+1)|an£| <Chn (m1>+(m+1)|amﬂ+(m+l)|anf|

-1 m-n n—1 m-—n

[y —£] < C’ln(



m—1
-1

c) Soit a > 1 (que l'on choisira ultérieurement). Posons pour tout n > 2, m,, = 14+|an| (remarquons que m,, > an >n
et que m, est un entier). D’aprés la question précédente, pour tout n > 2, on a donc :

—1
lun — €| < Cln (m” )+ Mt 0+ o — 4)).
n—1 —-n

1
donc | pour tous n > 2 et m > n, |u, — €| < Cln( >+m+ (lom = L] + |on —£]) |
m-—n

s
. my — 1 .omp+1 a o
Or, m,, ~ an donc lim In e =Ina, lim e = et lim oy, =/¢. Ainsi
n—-+oo n—1 n—+o00 My — N o — n—-+oo

n_l n 1
lim Cln (m 1 )—l—m + (|Um” O +|on —4£]) =Clna.
n_ _

n—~+00 my,

Comme C'lna < 2C' Ina, on dispose donc de ng > 2 tel que pour tout n > ng,

n_l n 1
Ctn (22 )+ 22 oy, f]+ o, - ) < 20Ina done fu — 1] < 2CInc
n — —n

My
Finalement, pour tout o > 1, il existe ng > 2 tel que pour tout n > ng, |u, — £| < 2C'lna. On en déduit que pour

tout € > 0, en posant o = exp( ) > 1, il existe ng > 2 tel que pour tout n = ng, |u, — ¥ < 2Clna = ¢, ce qui

2C

montre que | lim wu, = /£|.
n—-+o0o

II.

Q 11. Supposons que lir_P f(z) = L. Puisque f(z) — ¢ = o (1), que f — £ est continue sur [0,+oo[ et que la
r—r+00

r—+o0

x
fonction constante égale a 1 est continue, positive et non intégrable sur [0, +oo[, on sait que / (f(t) —0)dt =

1dt ), i.e. t)dt — lx = i t 1
Iﬁqroo(/o ),ze que/o f@) x zﬂoﬂ)o(x),ceqmmonreque miglmx/ f@)

1 [* i
Q 12. Remarquons que cos € ([0, +-00]), que pour tout x > 0, f/ cos(t) dt = ST Jone
x Jo x

1 x
lim 7/ cos(t) dt = 0. Or, cos n’a pas de limite en +oo. D’ou | le résultat |.
0

T—400

1 1
f/ cos(t )dt‘ < — donc
x Jo x

Q 13. Quitte & écrire, pour tout = € [0,4o00[, f(z) = (f(z) — fx) + lx et a établir le résultat demandé avec la fonction
continue x > 0 — f(z) — fz et le réel 0, on peut supposer que £ = 0; supposons donc que lilf flz+1)—f(z)=0
xr—r+00

x
et montrons que, alors, hrf M = 0. On écrit, pour tout = > 0 :
Tr—r+00 T

f@)=fla—la])+ Y flo—a] +k+1) = fle—[z] +k).

En posant g : 2 > 0 — f(z+ 1) — f(z), on a donc, pour tout x > 1 :

xT T

[z]—
fl@) _fe—lz) =] 1
_ gl Z v 2] + k).
k=0
Or, la fonction g tend vers 0 en +o0o donc on dispose de A > 0 tel que pour tout = € [A,+oo], |g(z)| < 1 et par

continuité de g sur le segment [0, A], la restriction de g & [0, A] est bornée ; on en déduit que g est bornée sur [0, +ool.
Notons, pour tout k € N, ||g||oo,k,+00[ = sup |g(z)|. Remarquons aussi que, par continuité de f sur le segment [0, 1],
>k

la restriction de f a [0, 1] est bornée; notons || f|«,0,1 = sup |f(x)|. Nous pouvons donc maintenant remarquer
que pour tout x > 1 : e
f@)]  Mlsopon , la) 1S
‘ | S - — J Z 191l o0, [k, +o0[-
n—1
Or, comme :cgrfoo g(x) =0,ona: kEI-il:loo 191l oo, [k, +o00[ = 0, donc d’aprés le lemme de Cesaro, ngrfoo - kzo 19l o0, [k, +00[ =
0. Puisque wgrfoo |z| = 400 et que wgr}rloo % =1, on en déduit finalement que wgrfoo @ = 0. D’ou .

Q 14. Posons g : (x,t) € [0, +00[ x |0, +oo[ = e " f(x). Alors :



pour tout z € [0, +00[, t € |0, 400 — g(z,t) est de classe €,
pour tout ¢ € ]0,4o0[, z € [0,400[ — g(z,t
[0,

bornée, g(z,t) = O+ (e7") et que x €
Tr—r+00

) est continue par continuité de f et intégrable puisque, comme f est
+oo[ = e~ est positive et intégrable,

9
pour tout t € )0, 40|, z € [0, +o0[ — a—i(m, t) = —we ' f(x) est continue par continuité de f,
)

0
pour tout a € |0, +o00[ et pour tout (z,t) € [0, +oo[ X [a, +0o0], 8? (z,t)| < || flloore™**. Remarquons que la fonction
continue z € [0, 400 = || f|leoze ™% est intégrale puisque, par croissance comparée ||f|jooze™® = O (e”%®/2)

r— 400

ax/2

et que = € [0, 4+o00[+— e~ est positive et intégrable.

Ainsi

+oo
la fonction Z(f) est bien définie et de classe € sur 0, +oo[ et pour tout t > 0, Z(f)'(t) = —/ e " f(x) dw
0

Q 15.

Q 16.

+oo
La convergence de / f assure que ‘F est bien définie ‘ Remarquons par ailleurs que pour tout = € [0, +o0],
0

+oo
F(x) = / f- / f- Comme la fonction f est continue, le théoréme fondamental de I'analyse assure donc que
0 0

la fonction | F' est de classe € sur [0, +oo[‘ et que . Enfin, comme la fonction F' tend vers 0 en +oo,

on dispose de A > 0 tel que pour tout & € [A4,+oo], |F(z)| < 1 et par continuité de F sur le segment [0, 4], la

restriction de F a [0, A] est bornée; on en déduit que ‘ F est bornée sur [0, +o0] ‘

+oo
Soit ¢ > 0. On sait que d’aprés la question Q 14 que l'intégrale / e ' f(z) dz converge. D’aprés la ques-
0

“+ o0

tion précédente, / e " F'(z) dz converge donc (et est égale & —(f)(t)). Puisque d’autre part le crochet
0

[e " F(2)]2Z,7°° converge (puisque les fonctions F et z + e '* tendent vers 0 en +o0) et est égal & —F(0) =

+oo
7/ f et que les fonctions F et x — e~ sont bien de classe €1, on en déduit par intégration par parties que
0

+oo
lintégrale / te "™ F(x) dz converge et que
0

+o0 +oo +oo —+oo
—/0 e f(x) dz = [ F(x)] 2t —|—/O te” " F(x)dz, i.e. f(f)(t):/o f—t/o e “UF(z) dx.

Soit o > 0 (que l'on choisira ultérieurement). On a donc (a priori dans [0, +00]) :

+o00 +oo @ oo
‘f(f)(t)—/o f‘ < t/o e_t"”\F(x)\dx:t/o e_t””|F(x)|dx+t/ e | F(x)| do
« +oo «
< |\F||Oot/ et dx+||F||oo’[a$+oo[t/ 17 dz
0 «@

+oo
< Pl ) 4 [ Floogagontt [ €%
0

—+oo
Finalement, pour tout (¢, ) € )0, +-00[%, [-Z(f)(t) — / f‘ < F oo (1 — et) + 1 F']| oo, [, 400 -
0

Soit € > 0. Comme lir+n F(z) = 0, on dispose de ap > 0 tel que ||F||o,[ag,+o0[ < €. Remarquons d’autre part que
Tr—r+00

lim | F||oo (1 — €®°) = 0 donc on dispose de 1 > 0 tel que pour tout ¢ € ]0,7], || F||oo(1 — e*°") < €. Ainsi, pour tout

+o0 +oo
€10,n], |<L(H) () — / f’ < 2¢. Par définition de la limite, on en déduit que lirél+ Z(H) = / Il
0 = 0
sinz 0
On considére la fonction f: 2z > 0 — { x S2#0 0 Alors f € €°([0, +00]) et comme hm f(z) =10, on
1 sinon FHeo

. PN , . . , . . cosx 1
montre via un argument déja rencontré plusieurs fois que f est bornée. Par ailleurs, puisque —— = ) —
€T r—r+00 €T

x
——— est intégrable

1
et que la fonction positive z > 1 — — est intégrable, on sait que la fonction continue z > 1 — —
x x

+oo

cos

donc / 5— da converge. Puisque les fonctions cos et inverse sont de classe €' sur [1, 400 et que le crochet
1 X

—+oo
[cos(x)/2]“Z;F>° converge, on en déduit par intégration par parties que / f converge. La continuité de f sur
1




“+oo
le segment [0, 1] donne donc la convergence de / f- On peut finalement appliquer la question Q 15 qui assure
0

que /0+OO sin. dz = lim Z(f)(t).

T t—0t

Or, d’aprés la question 4, Z(f) est dérivable sur ]0, +oo[ et pour tout ¢ > 0,

+oo +oo
2@ = 7/0 xe ¥ f(x)dr = 7/0 sin(z)e ™ dz.

+oo

e(t+i)z]x_>+oo
=0

Or, pour tout ¢ > 0, la fonction z > 0 — "% = (Tt ggt intégrable et / v
—t+1

eTe ™t dg = {
0

1
ol On en déduit que pour tout ¢ > 0,
—1

1 1
L )=-1 =——.
(F® m(t—i) 211
On dispose donc d’une constante K € R tel que pour tout ¢ > 0, Z(f)(¢t) = K — arctant. En particulier
tligl Z(Ht) = K — g Or, pour tout = > 0, tli+m e " f(z) = 0 et pour tout (x,t) € 0,400 x [1,+00],
—+00 — 400

le " f(z)] < ||flleoe™ ™. Comme la fonction x > (3_»—) I fllcce™ ™ est intégrable, le théoréme de convergence dominée
o0

T
version continue assure que . liin Z(H) = / 0 dz = 0. L’unicité de la limite assure finalement que K = 5
—4o00
0

puis que pour tout t > 0, Z(f)(t) = g — arctant. En particulier lim Z(H) = g
t—0

T sin gz
On peut conclure que dr =
0 x

B




