Mpi Devoir surveillé 3 - sujet Mines-Centrale

Probleme 1 - librement inspiré de Centrale PC 1998 - math 1

Dans ce probléme, on note I = ]0, +oo[, € 'ensemble des fonctions continues sur I & valeurs complexes.

Sifebets>0,onpose fg: I — C
Q)
t+s

Enfin, on pose £ = {f € ¢ / f intégrable sur I} et & = {f €€ / Vs >0 [, € ZL}.

t

I. Etude de &

Q 1. Montrez que & est un C-espace vectoriel non réduit a {0}.

t
Q 2. Montrez que f € & si et s.si f est intégrable sur ]0,1] et ¢ — y est intégrable sur [1, +ool.
t
Q 3. Montrez que si f € &, alors pour tout n € N* et tout s > 0, ¢ — (t{i—())" est intégrable sur I.
S

Q 4. Justifiez que & est strictement inclus dans &

Quand f € &, on pose f: s+ / fs(t) dt.
0

Q 5. Quelques exemples.

~

1
a) Dans cette sous-question, on pose f : ¢ +— ot Justifiez que f € & et calculez explicitement f(s) en fonction de s.

b) Pour o € R, on pose g, : t — t*~1. Montrez que g, € & si et s.si a € ]0,1[ et dans ce cas, montrez que g, est
colinéaire & g, le coefficient de colinéarité étant une intégrale que vous ne chercherez pas & calculer, qui est notée

J(a).

II. Propriétés de f
Q 6. Soit f e &, r>0 fixé.

a) Montrez que pour tout s > 0,
S t+7r

floy - | < 22T [T UOL,
0
b) Déduisez-en que f est continue en 7.
Comme r est quelconque, ceci prouve donc que fest continue sur I.
Q 7. Soit f € &. En vous inspirant de la question précédente, montrez que fest dérivable sur I et que pour tout r > 0,

= o +ee f(t)
f(r)*i/o (t—|—7">2

Q 8. Il vient d’étre montré que si f € &, alors fest dérivable sur /. En réitérant, on peut montrer que fest de classe
C> sur I (il n’est pas demandé de le faire). Conjecturez une expression de f ) (r) a I’aide d’une intégrale.

~

Q 9. Soit f € &. Montrez que 221 f(s)=0.

o0 R A
Q 10. Dans cette question, on suppose que f € £ et A = / f # 0. Montrez que f(s) ~ —
0

s—+o0 8§ ’

. ans cette question, est la tonction t — e . nnoeg:Apouraéer es notations.
11. D tt ti t la fonction ¢ +— e~*. On not lléger 1 tat

a) Montrez que g est solution d’une équation différentielle trés simple.
+oo —t —s
e

Montrez que/ —dt ~ ¢

s t s—+oo 8

S—r

)
c) Montrez que g(s) ~0 In s.
)

Donnez ’allure de la courbe de g.



ITI. Calcul de J(«) dans un cas particulier

Soit « € ]0,1[. Le symbole J(«) désigne l'intégrale calculée en question 5b de la partie I.
Q12. E tﬁ——l t J()—B/+ L d
. En posant § = —, montrez que J(«) = x.
p a’ d o 1l+aP

On peut montrer que J(«) = . Dans cette partie, on étudie seulement un cas particulier (le cas général est trop

sin(ra)
long A traiter).

1
On suppose désormais que 5 = 2n ou n € N* et pour alléger les notations, on note simplement J au lieu de J <2)
n

2n—2 +oo 14+ t2n—2

+oo
Q 13. Montrez que J = 2n/ 1
0

[ dt (indication : changement de variable), puis que J = n /

————dt
0 L2 7

+oo 1 t2n72
enfin que J = ﬁ/ i
2 oo 1 + th
2k +1 )
n étant fixé, pour k € [0,2n — 1], on pose 0, = (2& et wy = €%,
n

Q 14.

a) Soit P, Q deux polynomes de C[X], Q # 0 et a une racine simple de Q. Dans la décomposition en éléments simples

P . . . A
de —, la partie polaire associée & a est de la forme
Q X—a
Donnez une expression de \ en fonction de P, Q' et a.
1 +X2n—2

Toixo se décompose en éléments simples comme suit :

b) Montrez que la fraction F' =

2n—1

~1
F:WZ

k=0

7sin 0y,
X — Wk

Q 15. Montrez que

n—1 .92

2 sin“ 6,
F==

nkz::OXQ—2XCOSOk+1

n—1
Q 16. Montrez alors que J =7 Zsin@k, puis que J = ———.
=0 sSin (27”)
Probleme 2 - Composé de projecteur et d’automorphisme

FE est un R-e.v. de dimension n > 1 quelconque et f est un endomorphisme de FE.

Q 1. On suppose qu’il existe (g, h) € Z(E)? tel que g est un automorphisme de E, h est un projecteur et f = g o h.
Montrez que Ker f = Ker h et que pour tout = € Imh, f(x) = g(z).

Q 2. On veut maintenant montrer ’existence d’un automorphisme g et d’un projecteur h tels que f = g o h. On note
r=rgf.

a) Montrez qu’il existe une base de E notée (eq, . .., ey,) telle que (e,41, . .., €,) est une base de Ker f et (f(e1),..., f(er))
est une base de Im f.

b) Montrez 'existence de g et h.

Q 3. On sait d’apreés la question 2 qu’il existe (g, h) € .,?(E)2 tel que g est un automorphisme de F, h est un projecteur
et f=goh.

On aimerait avoir en plus la propriété f =goh =hog.

Est-ce possible dans tous les cas ou existe-t-il une condition nécessaire et suffisante sur f pour que ce soit réalisable ?
Justifiez, bien entendu.

Dans le cas ou c’est possible, y-a-t-il unicité de A7 de g?



Q 3.

Devoir surveillé 3 - sujet Mines-Centrale - Corrigé

Probléme 1

Une combinaison linéaire de fonctions intégrables sur I est intégrable.

On en déduit que | & est un sous espace vectoriel de C°(I, C) ‘

1
Avec f(x) = exp(—2x), fs est continue sur [0, 400 et fs(u) =0 <u ) quand u — +00.

On en déduit que f est dans & donc | & # {0} |.

+oo t
f € & si et s.si les intégrales / |f( ) dt et / M dt convergent.
o t+s 1 t+s

Comme on étudie des fonctions & valeurs positives, on peut appliquer les th. de comparaison.

t+s tﬁO S
i.e. [ est intégrable sur |0, 1].

f@r ol

T4 s totoo
est intégrable sur [1, +oo].

D’abord, F@l £ donc l'intégrale / |fi)‘ dt converge si et s.si / 1F@l dt = / |f(¢)| dt converge,
0 0

“+o00 1
t t t
donc l’intégrale / %—H dt converge si et s.si / @ dt converge, i.e. t — &
1 s 0

Et de méme, "

Donc| f € & si et s.si f est intégrable sur ]0,1] et t — est intégrable sur [1, +ool.

£
t

I
t

Soit f € & n € N" et s > 0. Alors f est intégrable sur |0,1] et ¢t — est intégrable sur [1, +ool.
t t t
Or )] ~ )] donc par comparaison de fonctions positives, t — 1®)
(t+s)mt>0 sn (t+s)"

FIOIPRO]
(t+s)m =t

est intégrable sur ]0, 1].

De méme, pour tout ¢t > 1l et s >0, (t+s)" > ¢" >t donc donc par comparaison de fonctions

f(®)
(t+s)"
f)

(t+ )n

positives, ¢ — est intégrable sur [1, +oo.

Donc |t —

est intégrable sur I.

1
Soit f € Z. fs est continue sur I et |fs(u)] < 5 |f(w)| donc fs est intégrable sur I. Et donc

1
En considérant f : u +— PR f n’est pas dans % mais est dans &, puisque fs est continue sur [0, +oo[ et
u

1
|fs(u)| < — pour u > 1. Donc ’ % est strictement inclus dans & ‘
u

. . . 1 , . 1 1 1 1
Si s # 1, on décompose la fraction ——————— en élements simples : = — .
t+1D)(t+s) (t+1)(t+s) s—1\t+1 t+s
. 1 [t~/ 1 1 1 oo 1 t+117°  Ins
D = — = dt = ——[In(t+1) — In(¢ =—11 = .
onc f(s) 5—1/0 (t—|—1 t—l—s) s—l[n(jL )~ It +9)lio s—l{nt—l—sL:O s—1
~ too -1 7t
Sis=1,alors f(1) = ——dt= | —— =1.
= G [,
1 1
Avec f = go it t*71 f, est continue sur I et fy(t) ~ et fs(t)

- ~
t—0 g tl—« t——+oo 2=

On en déduit que f est intégrable sur I si et seulement si 1 —a < 1et 2 —a > 1, soit a € |0, 1].

Conclusion : ‘ga €8s €, 1[‘

Alors en utilisant le changement de variable ¢t = s X u,

A(s)—/ta_l dt—sa_l/ U = 5o (1) X gu(s)
Ja = iy = LUl = Ja Ja



II.

Q 6.
a) Pour tout s > 0,

‘f@)-%«)‘g/{)m FIOEIO)

+oo r—s
t+s t+7r dt = /0 |f(t)|><‘(

e f@)
t+s)(t+r) T_s|/ (t+s) t+7”)dt

e \f(t)l IS*TI e
7n75|/ s(t + / t—l—r

_ +0°
b) Quand s tend vers r > 0, le quotient M tend vers 0 et l'intégrale / ‘f+)| dt ne dépend pas de s,
s 0

et (t+8)(t+7) > s(t + 1), done ‘f(s)ff(r) <

+oo
— t
donc le produit M/ |tfj-7)| dt tend vers 0, donc par encadrement, f(s) tend vers f(r), ce qui signifie
S r

que | f est continue en r

Q 7. Pour s # r, le taux d’accroissement w vaut donc — /O+O<> i+ f(t)) dt + (s —r) /O+°° mg;g% dt.
(

o /0+°°( 0ol <l oo

t+r)2(t + 5)

: e f(®) _
et donc 21_%(8 —r) /o (ETSE ] dt =

o) F +o0 N N +o0
fls) = f(r) = —/0 (tfjstz)Q dt, ce qui signifie que f est dérivable en r et f'(r) = —/0 (tﬁ—(tr))2

Or de la méme facon,

dt.

Donc lim
s—r sS—r7r

Ceci étant vrai pour tout r, on a donc montré que

f@®)
(t+1)?

+oo
[ est dérivable sur I et pour tout r >0, f'(r) = —/
0

+o0o
Qs. | 700 = (v [ (f“)

t+r)ntl

Q 9. Comme on va faire tendre s vers +oco, on peut supposer que s > 1.

t
— Pour tout t € I, lim 7(t)

= 0.
s—+oot + S
— Pour tout s > lettel, ’f' ’ (t) ‘ |f1(t)] et f1 est intégrable sur I (hypothése de domination)

Donc d’apres le th. de convergence dominée, | lim f ( )=
s——+oo

Q 10. On veut montrer que lim sf(s) =A.

s—+o00

~ Feo s oo tf(t)
sf(s) — A = / f@) ( — 1> dt = / dt, donc en procédant de méme, comme
0 t+s 0 s+t

S—’—t‘ < 1, on

obtient :

—tf(t
— Pour tout t € I, lim L:O.
s—+oo t+ S

—tf(t
— Pour tout s > lettel, ’ ; _{( ) < |f(t)] et f est intégrable sur I (hypothése de domination)
s
A . . n ) -~ A
Donc d’apres le th. de convergence dominée, lim sf(s) = A4, i.e.| f(s) ~ —|
s——+00 s—+oo S

Q 11.
+oo
a) Pour tout s > 0, ¢'(s) = /
0

—t

i+ 9)° dt d’aprés la question 7. On effectue une intégration par parties, on obtient
s

. et 1T +oo  —t ) .
alors ¢'(s) = + dt (tout ceci a un sens car les deux intégrales convergent).
t + S =0 0 t + S

1
Il vient donc | pour tout s > 0, ¢'(s) — g(s) = ——.
s




b)

I11.
Q 12.

Q 13.

Q 15.

—1 +oo —t
L’équation différentielle 4/ — y = — a pour solutions les fonctions s +— Ae® + e° / e dt (obtenu par la
S S

méthode de variation de la constante). Comme ¢ est une solution, il existe donc A € C tel que pour tout s > 0,
+oo —t

g(s) = e’ + es/ € an
s t
o0 et
Or g a pour limite 0 en +oo d’apreés la question 9, donc A = 0. Donc pour tout s > 0, g(s) = eS/ - dt.

S

+oo
Comme t +— e~ est intégrable sur I et que A = / e~ tdt = 1, d’aprés la question 10, on en déduit que

+oo —t +oo —t —s
e 1 e e
e’ / —dt ~ = donc / —dt ~ .
S S

t s—+oo § t s—+oo S

—t 1
e 1 . 1 . . .. N ,
Quand t — 0, raiadn et I'intégrale / n dt diverge donc comme ce sont des fonctions positives, d’aprés un résultat
0

1 —¢ 1
e 1
du cours, on en déduit que - dt ~ / n dt = —1Ins.
S

s s—0

—t

1 —¢ “+oco
e
Comme — In s tend vers +-oco et g(s) = / - dt+/ - dt (on ajoute une constante), on a encore | g(s) ~0 In s.
s 1 S—r

1
La courbe de g est similaire a celle de t — —.

a—1
J(a) = / Y du : on effectue le changement de variables u = t°.
T u + 1
1 +oo +oo u2n72
Avec le changement de variables © = — dans l'intégrale / ———dt,onaJ= Qn/ ——du
t 0 1 + th 0 1 + U2n
+o0 +oo  42n—2 +oo 2n—2
1 t 1+t
Donc2J:2n/ 7dt—|—/ 7dt,doncJ:n/ ;dt
o 1 _|_t2n 0 1 _|_t2n 0 1 +t2n
1422
Comme les exposants sont pairs, la fonction ¢ — Ty est paire, donc son intégrale sur | — co, 0] et celle sur
+oo 2n—2
141
[0, +00[ sont les mémes, donc J = E/ S dt.
2 ) o 1+t
P
C’est du cours de MP2I : |\ = /(a) .
Q'(a)
Les racines (simples) du polynome 1+ X2 sont les racines 2n-émes de —1, c’est-a-dire les wy, pour k € [0,2n —1].
: : . . A 14 wpn?
Donc la partie polaire associée a chaque racine est de la forme Foon Ap = %
— Wy, 2nw;,
1
Or w2 — 1, done A = % — ~L Y - 2 — @) = —Laising
rwy"” = —1,donc \y = = — |wk— — | = — (wg — Wg) = =—2isin b.
k k 7271“%_ 2n k Wik 2n k k 2n k
2n—1
-1 in 6
Donc | F = — ¢SOk
n X — wy,
k=0
2n—1 . . n—1 . . 2n—1 . .
-1 7sin 0y, -1 < 1sin 0y, 18in 0y,
pot I (e S )
n kZOX—wk n k:oX_wk' k:nX—wk
Or pour k € [n,2n — 1], wy = Wan_1-k et sinfy, = —sinfy,_1_; donc en posant £ = 2n — 1 — k dans la deuxiéme

somme, on obtient

n—1 . . n—1 .. n—1 .. .. n—1 .. .
-1 1sin 6 —isin 6 -1 isin 6 —isinf -1 1sin 0y (w,, — @
J Z k+z ey _ -1 ( LI k)zz . o (Wi k)
n k:oX_wk — X —wy n = X —wy X — Wy n k:oX —2X cosO, +1

—1%2 isingy(2isindy) _2 g sin? 0y,
o =X

donc F = — .
one n X2 —-2X cosf, +1 —2X cos O +1

k=0




Q 16.

Alors J = / = ————dx
_ $2—2$6089k+1 / 0
k=0~ ”Slflogk ") +1
! z—cosfp\]1" ! iy
donc J = sin @ arctan | ——— = inf, = in 6y,.
Z{ . ( o )} R SIS SR
k=0 r=—00 k=0 k=0
n—1 . 1
Pour conclure, il reste & calculer Z sin 6, sin o grace A la formule de trigonométrie sinasinb = i(cos(a -b) —
n
k=0

cos(a + b)), on obtient une somme télescopique.

n—1
.o km (k+ D)m ™ sy
J><s1n2n2’§0(cosncosn>2><(cos()cos7r)7r,d0u J =

T
sin (%)

Probléme 2

Soit « € E. Comme g est injective, on a l’équivalence g(u) =0 <= u = 0, donc en particulier g(h(z)) =0 <~
h(xz) =0, c’est-a-dire x € Ker f <= x € Kerh.

Ceci prouve donc que Ker f = Ker h.

h est un projecteur, donc tous les vecteurs de Imh sont invariants par h : pour tout € Imh, h(z) = x donc

f(x) = g(h(x)) = g().

C’est du cours : on choisit une base de Ker f, disons (e, 41,...,€e,), on la compléte en une base de F, on obtient
une base (eq,...,e,).

La démonstration du th. du rang montre que la famille (f(e1),..., f(e,)) est une base de Im f.

On note h le projecteur sur vect(ey,...,e,) parallelement a vect(e,11,...,en).

On compléte la famille (f(e1),..., f(er)) en une base de E : (f(e1),..., f(er), Urt1,-- - Un).

Puis on définit un endomorphisme g de E en donnant I’image de la base vect(ey,...,e,) : on sait d’aprés le cours
que c’est suffisant. Pour cela, on pose g(e;) = f(e;) sii <ret gle;) =u;sii>r+1.

L’endomorphisme ¢ ainsi défini est un automorphisme

car il transforme la base (eq,...,e,) en la base (f(e1),..., f(er), Upy1, ..., Upn).

De plus, on constate que pour tout i € [1,n],
—siizr+1: f(e;) =0care; €Kerfetg(h(e;)) =g(0) =0 car e; € Kerh, donc go h(e;) =0 = f(e;)
— sii<r: f(e;) =g(e;) = g(h(e;)) car e; € Imh donc h(e;) = e;.

Finalement, les deux endomorphismes f et g o h coincident sur une base de F, donc ils sont égaux.

Si f =goh = hog et g automorphisme, h projecteur, alors les questions précédentes montrent que grace a I’égalité
f=goh,onaKerf=XKerh. Mais avec I’égalité f = hog, on a Im f = Imh.

En effet, si y € Im f, alors il existe z € E tel que y = f(z) donc y = h(g(z)) donc y € Im h. Et réciproquement, si
y € Im h, alors h(y) = y puis en posant z = g~ '(y), on obtient y = h(g(z)) = f(x) donc y € Im f.

Comme I'image et le noyau d’un projecteur sont supplémentaires, on en déduit la condition nécessaire F = Ker f @
Im f.

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, alors dans la preuve de la question 2b,

pour compléter la famille (e,41,...,e,), base de Ker f, on peut choisir des vecteurs de Im f, car E = Im f @ Ker f :
on fait ce choix, désormais (eq,...,e;,) est une base de Im f
pour compléter la famille (f(e1),..., f(e.)), base de Im f, on peut choisir les vecteurs (e,41,...,e,) pour la méme

raison : on fait ce choix aussi,

alors on a déja grace a la question 2b I’égalité f = goh et Ker f = Ker h. Mais on a en plus Im f = Im h = vect(ey, ..., e,).

Puis on vérifie que f = h o g de la méme fagon : pour tout i € [1,n],

— sii>r+1: f(e;) =0care; € Ker f et g(e;) = e; donc h(g(e;)) = h(e;) = 0 car e; € Ker h, donc hog(e;) = 0= f(e;)
— sii <r: f(e;) = g(e;) donc g(e;) € Im f, or Im f = Im h, donc h(g(e;)) = g(e;), donc ho g(e;) = g(e;) = f(es)

Finalement, les deux endomorphismes f et h o g coincident sur une base de E, donc ils sont égaux. On a donc au
total f = goh =hog. La condition £ = Ker f & Im f est donc suffisante.

Au total, elle est nécessaire et suffisante.



Au passage, on a prouvé que h est alors unique : on a nécessairement Ker f = Kerh et Im f = Imh donc le
projecteur h est entiérement déterminé par cette donnée (i.e. on sait comment calculer h(z) pour tout x € E, par
définition de h).

Pour g, ce n’est pas le cas : on a juste besoin d’envoyer les vecteurs e,41,...,€e, par g dans le noyau de f, il y a
donc d’autres fagons de procéder que celle proposée (par exemple g(e;) = €nqrt1-i)-



