Un corrigé de Mathématiques A X-ENS MP 2023

I Préliminaires

1. (a) On sait déja que H est une sous-R-espace vectoriel de Ma(C) ayant comme base (E, I, J, K).

11 s’agit de montrer que H est une sous-anneau de Mo(C). Pour cela, on remarque H est par conséquent
sous-groupe additif de Ma(C), E € H et que H est stable par la multiplication car {E,I,J, K} Dest.

Ainsi ’H est une sous-R-algébre de My(C) ‘
L’application Z — Z* est clairement R-endomorphisme de My (C). De plus :

E*:EGH, I*:—IEH, J*:—JG]HL Kf=-KecH

Ainsi ’H est stable par ’application Z — Z*

(b) On peut écrire Z = Z(z1, 22). On a alors

. ([ =\ (=@ = |21]? + |22]2 0
77* = — — N(Z)E
(22 zZ > <—Z2 Z1> ( 0 |21]? 4 |22]? @)

OrN(Z)=0<=21=20=0«<=7Z=0

1
Ainsi ’si Z € H\ {0}, alors Z est inversible‘ et 271 = WZ*.

(c) = : On suppose que Z € Ry. Alors Z € Vectr(E)
donc Z est une matrice d’homothétie et commutent donc avec toutes matrices
en particulier, avec tout élément de H.
<« : On suppose que pour tout Z' € H, ZZ' = 7Z'Z.
On peut écrire Z = tE + 1 + yJ + zK avec (¢, z,y,z) € R.
Onadonc ZI =1Z dou tl —2E —yK + 2J =tl —2E 4+ yK — 2J
Par unicité des coordonnées dans une base, on obtient y = z =0 et Z = tE + «l
Avec ZJ = JZ, on obtient Z = tE € Ryy.

En conclusion : ’ Z € Ry si et seulement si ZZ' = Z'Z pour tout Z' € H‘
2. (a) On remarque que N(Z) = det(Z). Comme det (ZZ') = det(Z) det (Z'),
on peut alors conclure ’N (ZZ') = N(Z)N (Z') pour tous Z,7Z' € H‘

(b) L’application N : Z € H* — det(Z) € C est un morphisme de groupes.

Ainsi ’S est un sous-groupe de H* en tant que noyau d’un morphisme de groupes‘

%EZEHKOna¢$5ZeHa
Ainsi L _7¢8

2
N (Z> et (z> _ () det (2) = 1
N(Z) N(Z) N(Z)
VN@)

3. (a) Soit z,y,z,t € R. On pose z; = x + iy et 22 = z + it de sorte que zE + yl + 2J + tK = Z(z1, 22).
Ainsi N(2E + yI + 2J + tK) = N (Z(21, 22)) = |21| + |22/?
On a bien |N(zE + yl + 2J + tK) = 22 + % + 22 +- 2

(b) Soit U € HI™ . En reprenant 1(a), Z +— Z* est une symétrie R-vectorielle sur Ry parallélement & HI™ .
Ainsi U* = —U et |U2 = —UU* = —N(U)E | selon 1(b).

1/12



Un corrigé de Mathématiques A X-ENS MP 2023

4.

5.

Soit Z € H tel que Z* €] — 00, 0] E.

On peut écrire Z = zE + U avec # € R et U € HI™ car H = Ry Py H™ .

Ainsi 7% = 2°E + U? + 22U = (22 — N(U)) E + 22U d’ou 22U = 0.

Par I’absurde si # # 0, on a U = 0. D’out Z? = 2°E €] — 00, 0] E puis 22 < 0 Absurde

donc Z =U € H™ .

Comme on a VU € H™, N(U) €] — 00, 0], on peut conclure que |H™ = {U € H |U? €] — 00,0 E }

On note Ss la sphére unité de I'espace euclidien R* et on remarque que v (S3) = S.

Par ailleurs comme v et ¢! sont R-linéaires entre espaces vectoriels de dimensions 4, ce sont des applications
continues.

Ainsi S = (@Z)_l)_l (S3) est l'image réciproque de S3 fermé de R* par une application continue H — R*,

alors S est un fermé de H.

Par conséquent ’S est une partie fermée de H

Soit a,b € Ss. 11 existe alors II plan de R* tel que a et b € II.

Comme a est unitaire, le théoréme de la base incompléte suivi d'une orthogonalisation nous fournit a’ tel que
(a,a’) est une base orthonormée de TI.

Comme b € Vectg(a,a’) est unitaire, cela nous fournit € R tel que b = cos(6)a + sin(6)a’.

L’application ¢ : t € [0,1] — cos(t0)a + sin(th)a’ est continue & valeurs dans Ss.

Or ¢(0) =aet p(1) =b.

Ainsi S3 est une partie connexe par arcs de R* or S = 1 (S3) et 1 est continue

on peut conclure que ’ S est une partie connexe par arcs de H‘

(a) VN est la norme euclidienne. Ainsi par formule de polarisation, on a 4(U, V) = N(U+ V) = N(U = V)
Ainsi en utilisant 1(b), on a par R-linéarité de Z + Z* et comme U,V € H™ :

AU, V) = (U+V)(U+ V) = (U=V)(U=V)* = (U4 V)(=U=V) = (U=V)(=U+V) = —2(VU + UV)

Ainsi ’U et V sont orthogonaux si et seulement si UV + VU = 0‘

On suppose que U L V.

On a (UV)" = V*U* car z — 7 est un R-automorphisme d’algebre de C et (UV)T =V'.U'

Ainsi (UV)* = (=V)(=U) = VU = —UV d’ou en utilisant le fait que Z — Z* est une symeétrie
parallélement a H'™ .

On écrit U=al+yJ + 2K et V=2T+y'J+ 2K avec z,y, 2,2,y ,2 € R.
OnaUV=—(22+92+2)E+ (y2' — 2¢/) 1 + (22’ — 22") I+ (zy/ —y2") K

d’ou UV = (y2' — 2y/) 1+ (22' — 22/) I+ (z¢/ — y2') K car UV € H™

Ainsi le déterminant de la famille (U, V,UV) dans la base (I, J, K), aprés développement par rapport a la
derniére ligne est

e 2 (g )
y Y (22— )| = (y2 — zy')2 + (22’ — xz')2 + (zy' — y:r’)2 >0
z 2 (zy —ya')

donc |le déterminant de la famille (U, V, UV) dans la base (I,J,K) de HI™ est positif ou nul
(b) On suppose que (U, V) est une famille orthonormale donc U L V. On a alors

U(UV)+ (UV)U=U?V+UVU=U*V-U(UV)=0

Donc U L (UV) et de maniére analogue : V. L (UV). On s’est servi de (a) (double implication).
De plus N(U) = N(V) =1 et avec 2(a) : N(UV) = N(U)N(V) =1
Ainsi | (U, V,UV) est une base orthonormée directe de H™ | orienté par la base (I,J,K).
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IT Automorphismes de H et rotations

6.

8.

Soit M = (u,v) et M’ = (v/,v") € S x S. Soit Z€ H. On a :
a(M)oa(M')(Z) =u (WZE@) vt = (w/) Z (vv’)fl =a(Mx M) (2)
Ainsi a(M) o a(M’) = a (M x M').

Ainsi ’a est un morphisme du groupe (S x S, x) vers le groupe (GL(H), o) ‘

On suppose que M € Ker(a). Alors a(M) = Idg.

Alors E = Idg(E) = a(M)(E) = uEv™! = wv~! et donc u = v.

d’ou Vw € H, vwu™! = w et donc Vw € H, vw = wu

Ainsi u € Ry selon 1(c) or N(u) = 1 donc u € {E, —E}

Réciproquement : On suppose M = (u, u) avec u € {E, —E}

On a alors a(M) = Idg selon 1(c) car u € Ry.

On peut conclure que ’Ker(a) ={(E,E), (-E, —E)}‘

On munit My(C) d’une norme || - ||. Le produit matriciel étant continu et bilinéaire,

cela nous fournit K > 0 tel que YA, B € My(C), ||A- Bl < K||A] - |B]l-

donc VA € M3(C), ||IM— AM||| < K|A]l

Ainsi 'application linéaire A — (M — AM) de M32(C) vers End (M3(C)) est continue
donc l'application u — (Z — uZ) est continue de S vers End(H) et c’est analogue pour u — (Z — Zu)
Par ailleurs, I’application u +— u* est continue sur H car R-linéaire et que dim (H) =4 < oo.

OrvVu eS8, u! =wu* donc u s u~! est continue sur S.

Par composition de (u,v) — ((Z — uZ), (Z + Zv~')) et de o sur End(V) qui est continue car bilinéaire sur
End(V) qui est de dimension finie.

Alors ’oz est continue sur S X S‘ On aurait pu remarquer que (u,w) € My(C) — (Z — uZv) est bilinéaire.

De plus, pour (u,v) € S x S, on a
VZ € H, /N (a(u,v)(Z)) = /N (uZv=1) = \/N(u)N(Z)N (v-1) = /N(Z)

donc a(u,v) € End (H) est une isométrie vectorielle c’est & dire a(u,v) € O(H).
Ainsi a (S x S) C O(H).
Or on peut montrer que S X S est connexe par arcs car S 'est

donc « (S x S) est une partie connexe par arcs O(H) car a est continue.
Or le déterminant est continue d’ou det (a (S x S)) est un intervalle.
De plus, Yo € O(H), det(p) € {—1,1}
Or (E,E) €S x S et Idy = (B, E) d'ou 1 € det (o (S x S)) € {~1,1}.
Ainsi det (a (S x S)) = {1} et donc a (S x S) C SO(H)
I'image de « est contenue dans SO(H) ‘
(a) OnaE € Ry et v € H™ donc (cos#)E L (sinf)v

Ainsi selon le théoréme de Pythagore, on a

N(u) = N ((cos0)E) + N ((sinf)v) = COS2(9)N(E)2 + sinz(G)N(v)2 = 0082(9) -+ sinz(ﬁ) =1

Ainsi [u € S|
Lot (cos§)E* + (sin @)v*

D’ou selon 1(b), on a u™" = N@) = .

ainsi [u~! = (cos 0)E — (sinf)v | car v € H™ .

Ainsi
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(b) Selon 5, (v, w,vw) est une base orthonormée directe de H'™ (inutile de le rappeler, en temps limité).

On remarque que u et v commutent car u € R[v]. D’ou

a(u,u)(v) = Cu(v) =wu ™ =vuut = v
On a a(u,u)(w) = uw (cos(§)E — sin(f)v) = (cos(0)E + sin(f)v) (cos(8)w — sin(0)wv)
Or v € H™ d’ot1 v* = —v et v?2 = —vv* = —N(v)E = —E selon 1(b) et car v € S.
De plus v L w donc wv = —vw selon 5(a) donc vwv = —wv? = wE = w et

au, u)(w) = cos(8)?w — cos(#) sin(h)wv + sin(f) cos(§)vw — sin(f)?w = cos (20) w + sin (20) vw

or E est un vecteur unitaire de (Him )
Ainsi (E, v, w,vw) est une base orthonormée de H or a(u,u) € SO(H) selon 7

10 0 *
d’ou comme a(u,u)(E) = E, la matrice de a(u,u) dans cette base 01 0 “| e SO(4)
’ ’ ’ 0 0 cos(20) %
0 0 sin(20) *
Comme les colonnes forment une base orthonormée et que le déterminant vaut 1,
1 0 0 0
cette matrice est 01 0 0 € SO(4). Par restriction & H™ :
0 0 cos(20) —sin(20)
0 0 sin(20) cos(26)
1 0 0
la matrice de C,, dans la base orthonormée directe (v, w,vw) de H™ est | 0 cos(20) — sin (26)
0 sin(26) cos(260)

9. L’application u € S — (u,u) est clairement un morphisme de groupes S — S x S.
Par composition u +— C,, induit un morphisme de groupes S — SO (Him).
Soit 7 € SO (H™). Le cours nous fournit B’ = (v, w,w’) base orthonormée de H™ et o € R tels que
1 0 0
Matg/(r) = | 0 cos(a) —sin(a)
0 sin(a) cos(a)
En notant B = (v, w,vw), alors B est une base orthonormée de H™ et on a vw € {w’, —w'}. Ainsi

1 0 0 1 0 0
Matg(r) € 0 cos(o) —sin(a)|,|0 cos(e) sin(a)
0 sin(a) cos(«) 0 —sin(a) cos(a)
1 0 0

Quitte a changer o en —« et en posant § = /2, on a Matg(r) = [ 0 cos(20) —sin(20)
0 sin(260) cos(20)

On pose u = (cos@) E + (sinf) v et on peut appliquer 8.

Ainsi u € S et par unicité de la matrice d'un endomorphisme dans une base, on a C, = r.

On conclut que |application v — C, induit un morphisme surjectif de groupes S — SO (Him)

Soit u dans le noyau de ce morphisme.
Alors C,, = Idgim et donc VZ € H™, a(u,u)(Z) = Idgim(Z) = Idg(Z).
Par ailleurs VZ € Ry, a(u,u)(Z) = uZu™! = Z = Idy(Z) selon 1(c).
Comme H = Ry Py H™, par linéarité on a

VZ € H, a(u,u)(Z) =1du(Z) =7
Ainsi selon 1(c), (u,u) € Ker(a) donc u € {E, —E}
La réciproque étant évidente. On peut conclure :

Le noyau du morphisme de groupes u € S +— C, € SO (Him) est {E, —E}
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10.

11.

(a) D’apreés 7, on a «(S x S) C SO(H).
Soit r € SO(H). On note v = r(E). On a donc N(v) = N(E) =1 car E € S.
Ainsi v € S or SO(H) est un groupe. Ainsi

p=a(v,E)"tor e SO(H)

I
De plus p(E) = E. Comme Ry @Him = H, alors p laisse stable H™.
On note R I’endomorphisme induit par p sur H™ et on a R € O (Hlm)
Dans la base orthonormé (E, I, J, K) la matrice de p est diag (1, Mat(I7J7K)(R)).
On en déduit que 1 = det(p) = det(R) x 1 donc R € SO (H™).
La question précédente nous fournit u € S tel que R = C,, et ainsi p = a(u, u).
donc r = a(v,E) o a(u,u) € SO(H).
On en déduit que ’a(S x S) = SO(H) ‘
(b) S x {E} est un sous-groupe du groupe S x S

Ainsi ’N = a(S x {E}) est un sous-groupe de «(S x S) = SO(H) ‘ car « est un morphisme de groupes.

Soit n € N et g € SO(H).
On peut écrire, n = a(v,E) et g = C, = a(u,u) avec u et v € S, selon ce qui préceéde. On a alors :

gng~ ' = a ((u,u) x (v,E) x (u,u) ") = a (wwuH uBu™) =« (uvu_le)
Comme S est un groupe, alors uvu™' € S. Ainsi
Onaid =a(E,E) e Net —id = a(—E,E) e Net N C a(S x S) = SO(H). D’ou
{#id} ¢ N C SO(H)

On a o(L,E) € N et o(I, E)? = a(—E,E) = —id donc «(1,E) ¢ {&id} et {&id} # N.

01 00
On consideére r € End (H) tel que Mat (g 1 5,x)(r) = L 000
i 0 0 0 1
0 01 0
L’endomorphisme r envoie la base orthonormée (E, I, J, K) vers la base (I, E, K, J) qui est orthonormée.

De plus on remarque que det(r) =1 d’ou r € SO(H).
Par I’absurde si r € N, il existerait u € S tel que VZ € H, r(Z) = a(u,E)(Z) = uZ.
donc I = uE = u et E = ul = I? = —E Absurde.
donc r ¢ N. On a bien ’ {£id} € N C SO(H) ‘
Selon 1’énoncé les éléments de Aut(H) sont les éléments f € GL(H) tel que VZ,Z' € H, f(ZZ") = f(Z)f(Z').

On remarque que comme VM € H, (M2 =Met M # O) <= M = E, on retrouve la définition compléte de
morphismes d’algébres :

[f € GL(H) et (VZ,Z' € H, f(ZZ') = f(2)f(Z))] = (f(E) =E)
On a clairement Aut(H) C GL(H) (i) et Aut(H) # 0 (ii) car Idg € Aut(H).
De plus Aut(H) est stable par composition et prise de réciproque d’ou ’Aut(H) est un sous-groupe de GL(H) ‘
Soit u € S. On a a(u,u) € SO(H) donc a(u,u) € GL(H).
Soit Z et Z’ € H. On a

a(u, w)(Z)a(u, u)(Z) = uZu uZ/ v = uZZu™" = a(u,u)(ZZ")

Ainsi ’a(u, u) € Aut(H) pour tout u € S‘
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12.

13.

Soit f € Aut(H).
On a f(E) = f(E?) = f(E)2. or f(E) # 0 car f isomorphisme et E # 0.
Ainsi selon 1(b), f(E) est inversible et on a f(E) = E.
A priori il n'est pas nécessaire de le redémontrer mais vu la définition de 'énoncé des isomorphismes d’algébres.
On a f(I)?2 = f(I?2) = f(—E) = —f(E) = (=1)E donc f(I) € H™ selon 3(b).
Ainsi f(I)2 = =N(f(I))E d’ou N(f(I)) = 1 ainsi f(I) € H'™ N S.
De méme f(J) et f(K) € H™nNS.
Par ailleurs f(I)f(J) + f(J)f(D) = fIJ+ JI) = f(0) = 0 d’on f(I) L f(J)
Ainsi (f(I), £(J)) est une famille orthonormale de H™ et f(I)f(J) = f(1J) = f(K)
Ainsi | (f(I), £(J), f(K)) est une base orthonormée directe de H'™ | (toujours pas vu d’orientation)
(a) Morphisme : Soit f € Aut(H).
On remarque que comme f est R-linéaire et que f(I), f(J) et f(K) € H™,
Alors f induit sur H™ une R-endomorphisme qu’on note f

Comme fenvoie une base orthonormée directe sur une base orthonormée directe alors fve SO (Hlm)
De plus pour g € Aut(H), on a JTS/g =fog.
L’application de restriction est bien un morphisme de groupes Aut(H) — SO (Hlm)

Pour l'injectivité on remarque que si f = Idgm alors VZ € HI™, f(Z) =Z et VZ € Ry, f(Z) = 7Z car
f(E)=E
Comme H = Ry P H™ alors f = Idy

Pour la surjectivité : Soit g € SO (Him).

La question 9 nous fournit u € S tel que g = C,.

On considére g € End (H) tel que VZ € H™, g§(Z) = g(Z) et VZ € Ry, §(Z) = Z.
On vérifie facilement que gjgim = g

Par ailleurs VZ € H™, §(Z) = a(u,u)(Z) et VZ € Ry, §(Z) = a(u,u)(Z).
Comme a(u,u) € End (H) et H = Ry Py H™ alors

Alors g = a(u,u) et g € Aut(H) selon 11.

On peut conclure que

I'application de restriction & H™ induit un isomorphisme de groupes Aut(H) ~ SO (Him)

(b) Selon 11, on a {a(u,u) | u € S} C Aut(H).
Réciproquement soit f € Aut(H).
On reprend la notation du (a) pour la restriction : ]?E SO (Him)
La question 9, nous fournit u € S tel que f: Cy.
Comme VZ € Ry, a(u,u)(Z) =7 = f(Z).
On en déduit comme en (a) que f = a(u,u).

On peut alors conclure que ’Aut(H) ={a(u,u) |ue S}‘
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III Normes euclidiennes sur R?

14. (a) Pour A € My(R),
on note N(A) la norme subordonnée de I'application lin¢aire (R?, | - [j2) — (R?, |- [|) : = — Awz.
On s’est servi du fait que toute application linéaire partant de R? est continue car dim (Rz) < 00.
Alors K = {A € My(R) | Va € R?, ||z||2 = ||[Az||} est la boule fermée de centre 0 et de rayon 1.

Ainsi K est une partie compacte en tant que fermé borné d’un espace de dimension finie et convexe en

tant que boule. D’ou ’lC est une partie compacte et convexe de My (R) ‘

(b) K est un compact non vide et Papplication M € My(R) +— det(M) est continue

Ainsi le théoréme des bornes atteintes nous fournit ’A € K tel que det A = supp¢c det B‘

15. C est un compact en tant que sphére de R2.
Toutes normes sur R? étant équivalentes entre elles, I'application @ + ||z|| est continue sur (R?, | -|).
Le théoréme des bornes atteintes nous fournit xzo € C tel que Vo € C, ||z|| < ||zo| = .
Onar>0carxg#0car0¢C.

Soit x € R?\ {0}, on a ‘
Ainsi 11, € K donc det(A) > det (2I) = 5 >0

7.2
Fou[detA >0

Par l’absurde on suppose que Vz € C, ||Ax| # 1.

On remarque tout d’abord que Vo € C, ||Az| < ||z|l2 =1 d’ou Vz € C, ||Azx| < 1

On note p = max,ec ||Az|| qui existe par continuité de x — [|Ax|| et compacité de C.
Onap<letVrel, H%Ax“ <1

Ainsi Vo € R?, ||%A:1:|| < [|z]]2 donc %A € K or

(kt<1A>::dm€A)>(huA)>0
p p

5| < . Don v € B, om a 2] < e

Absurde par définition de A. Ainsi ’il existe bien z € C tel que |[Az| =1 ‘

—

16. B € SO (RQ) telle que x = B (1> existe bien ; c’est la matrice de rotation du plan R? d’angle <((1)> ,x> .

0

(a) Soit r €]0,1[. On note A’ = AB.
Vz € C, |Az|| < 1 et que x > Bz est une bijection de R? qui envoie C sur C, on a
Ve eC, ||Az| = [|[ABz| < 1
Ainsi Vo € R?, ||A'z| < ||z,
d’ou A’ € K et det(A’) = det(A) det(B) = det(A) = suppex det B.

1
De plus en prenant 2/ = (0> onaz' €Cet|[A2|| =1

r 0
w(5 1)

r 0 . r 0
A'(O 1>yH<Hy\2douA’<0 1>€IC.

T

Par I'absurde on suppose : Yy € C, <1

Alors Vy € R?,

Ainsi Vt € [0,1], (1 —t)A" +tA’ ( g (1) > € K car K est convexe selon 14(a).

<
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D’ou Vt € [0,1], det [(1 —t)A" +tA’ ( g (l)

)] < det(A).

Comme det(A’) = det(A) > 0, on a vVt € [0,1], det {(1 -+t <
Soit t € R. On a

r
0

S= O

e

" >]:@—t+ﬁﬂr—ﬁHﬂﬁ:@—m—lﬁﬁl+v+lﬁ—2ﬁ+l

dakl—wb+t<0

S= O

dou Vt € [0,1], (r+1/r —2)(t—1?) <0.
En évaluant en ¢ = 1/2, on trouve :

241-2 —1)2
0> r+1jr_g=T1=20 (=)
T T

r 0
AB<0 1>IL‘T

) € C qui convient.

donc 7 = 1. Absurde.

Ainsi | pour tout r €]0,1] il existe bien z, € C tel que >1

Yr

(b) On reprend les notations du (a) et on note z, = (
.
Comme A’ = AB € K, alors on a
0
i)
0 = "

’ /< yr >H<H< y >
Zr/r ZT/T
donc1'2<74y,2.+z,2.etyz——l—zzcar:nrec

Ainsi 72 —r* < (1 —rH)z2 or 1 =72 > 0 car r €]0,1].

2

donc 72 < (1 +72)22, d'ou |22 > 11213

17. On pose pour n € N, r, =1 — 277! de sorte que 0 < r, < 1 et 1, .—+—+ 1.
n—-—+0o0

. . 0
La question précédente, me fournit x, = < Yn ) eC tel que 1 < HA/ ( r(;l 1 ) Tl

Zn P

C étant compact,

la suite (x,) admet une suite extraite convergente qui converge vers une valeur d’adhérence z, = < Je > eC
ze

Pour simplifier les notations, on note (x,) la suite extraite.
Par prolongement des inégalités et continuité du produit matriciel, on a

(1)
1

y 1 . .
On remarque que z; # 0 ainsi <(0> ,$g> est une base de R? constitué de vecteurs de C vérifiant

[ (o) ===

. . 1 . :
B étant une matrice de rotation (eq, e3) = (B <0> ) Bxg) est une base de R? constitué de vecteurs de C vérifiant

12

= [|&f]| et 5 >

[Aer]| = [[Aeal| = 1 = [leally = [leall,

Il existe bien [une base (e1, e2) de R? telle que ||Az|| = ||z|2 pour x € {e1, e}
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18. Soit f € O(R?). On remarque que T' = f(T) est une partie fermée de C car T est compact en tant que fermé
relatif au compact C.

De plus pour tous a,b € T” avec b ¢ {—a,a}, on a que ||bb—_:||2 et ”bbj:a“lb appartiennent a T/ car f~! est une
isométrie vectorielle.
De plus f(z), f(y) € T" avec f(y) € {—f(z), f(z)} car f est un automorphisme de R?.

Ainsi montrer que T = C revient & montrer que T' = C.

Pour 6 € R, on note u(f) = (:?j((g)))

On peut alors écrire z = u(6;) et y = u(6,).

+ 0y

Quitte & effectuer une rotation d’angle — == , & l'aide de la remarque, on peut supposer que 0, = —0,,.

On peut alors supposer que z = u(f) et y = u(—0) avec 0 €0, 7[\{7/2}, quitte & échanger x et y.
Quitte & effectuer la réflexion d’axe dirigée par <(1)>, on suppose que 0 €10, 7/2[.

e 4 e~ 2 cos(0) e — e~ 2isin(6) . e — o
Le calcul sur les affixes, (o 4 o 0] = 2cos(0) =1, R = 2reim(0)] w = _

u(0) = (é) Ju(m)2) = (?) Ju(—m/2) = (_01> €T
Soit § € [—7/2,7/2].

En utilisant le principe de la dichotomie, on va construire par récurrence deux suites (a,,) et (3,) telles que

de montrer que

us T
\V/’I’LEN, _§<an<an+l<9<5n+1<ﬁn<§(*)
On pose ag = —m/2 et Sy = 7/2.
. an + Bn
Pour n € N, on suppose «, et B, construits on pose 7y, = —

. Opt1 = . Opt1 = &
Si v, < 6, on pose & T et sinon 4 O "
Bn—&—l = 5n n+l = Tn

Par récurrence I'inégalité (x) est vérifiée et la suite (5, — v, ) est une suite géométrique de raison 1/2, elle converge
donc vers 0. De plus les suites « et § sont monotones de monotonies inverses, elles sont donc adjacentes.
Elle converge donc vers 6 par prolongement des inégalités.

Comme Va,be T, b ¢ {—a,a} = Hlf-%ﬂz € T, alors

VneN, u(ay,) € Tetu(B,) €T

Comme t — u(t) est continue, la suite (u(ay,)) converge vers u(f) € C.
Comme T est fermé de C, alors u(f) € T.
On vient de montrer que V0 € [—7/2,7/2], u(f) € T.
En utilisant cette fois-ci :
b—a a—>b
VmbeT§b¢{—ma}:$<eTeteT>
16— all2 lla = bll2
On montre que V0 € [—7/2,7/2], u(6 + 7/2) € T et uw(f — 7/2) € T.
Ainsi V0 € [—m, 7], u(f) € T.
D’ou C C T or on sait déja que T C C.

On a bien
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19. Onnote T ={z € C | ||Az|| =1}.
Comme z — ||Az|| est continue sur R?, alors T est une partie fermée de C.

De plus selon 17, en posant x = A et y = 672, onaz,y€Tavecy & {—z,z}.
leall2 [lez]l2
Soit a,b € T tel que b ¢ {—a,a}.
a+b
Ona g e Cet poih e Cet [Aptegy | < vet [apeiy| <1caracx
D’ou ||Ab— Aa| < ||b—all2 et ||[Aa + Ab|| < ||a + b]|2.
Ainsi comme ||Aal|| = ||Ab|| = 1 par hypothése sur || - ||, on a

4 < ||Ab+ Aal® + |Ab — Aa|> < ||b+ a3 + ||b— a3 = 4

pour la derniére égalité, on a utilisé I'identité du parallélogramme avec la norme euclidienne ||-||,.

On en déduit que toutes les inégalités sont des égalités donc HA”b ol ‘ =1let HA% ‘ =1
Par conséquent ”b a”2 €Tet ”a+b” eT

Avec la question précédente, on obtient C =T = {z € C |||Az| =1}.

Ainsi Vo € R?, ||Ax|| = ||z]|2 ou encore Vo € R, |z| = |A~ x||s.

On pose (-,-) le produit scalaire usuel sur R2.

Pour z,y € R?, on pose p(x,y) = (A~1z, A™ly).

On montre facilement que ¢ est une forme symétrique bilinéaire définie positive, il s’agit donc d’un produit
scalaire sur R2,

On remarque alors que Vo € R?, ||z|| = /o(x, z).

Ainsi la norme || - || provient du produit scalaire .

On a démontré lle théoréme A ‘

IV Algébres valuées

20. (a) Soit 2 € A. On considére n € N* et ag,...,a,_1 € R tels que 2" + a, 12" '+ +aix+ag=0
On note P = X" + a, 1 X" '+ 4 a;X + ap € R[X].
En utilisant la décomposition de P en facteurs irréductibles, on peut écrire

P=J]Q(x)"
i=1

ot les Q; sont des polynémes irréductibles unitaires de R[X] deux a deux distincts et les a; € N*.
En utilisant le morphisme d’algébres : R[X] — A;R € R(z). On a

Comme A est sans diviseur de zéro, cela nous fournit 7 € [1,m] tel que Q;(z) =0

On a alors deg(Q;) € {1,2}.

Si deg(Q;) = 1, on peut écrire Q; = X +bavec b € Ret on a 22 =b*> € R C R + Raz.

Si deg(Q;) = 1, on peut écrire Q; = X? 4+ aX + b avec a,b € Ret on a 22 = —b — azR + Ra.

Dans tous les cas, on a |22 € R + Rz
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21.

22.

23.

24.

(b) Soit x € A\R. Alors (1, x) est une famille R-libre de A et R + Rx = Vectr(1, x)
Ainsi (1, z) est une R-base de R + Ruz.
En faisant comme en (a), on trouve Q € R[X], unitaire irréductible, de degré 2 tel que Q(x) = 0.
Le polynéme Q admet une racine o € C\ R (l'autre étant @).
Ainsi (1, «) est une R-base de C.
On définit alors ¢ lapplication R-linéaire tel que ¢(1) = e et p(a) = .
Ainsi ¢ est un isomorphisme de R-espaces vectoriels de C vers R + Rz tel que ¢(1) = e.
Soit 21,29 € C. Il reste a établir que ¢(z122) = p(21)¢(22).
On peut écrire z1 = a1 + by et 29 = ao + bocx avec aq, by, ag,bs € R. On a alors :

©(z122) = ajaze + (a1by + azby)x + b1b2g0(042) et ©(z1)p(2z2) = araze + (a1be + agby)x + by box?

On écrit Q = X2 + ¢1X + qo avec qo, ¢1 € R et on a p(a?) = o(—qra — qo) = —q10 — qoe = x°.

Ainsi ¢ est un isomorphisme de R-algébres de C vers R + Rz.

Ainsi ’R + Rx est une R-algébre isomorphe & (C‘

Comme A n’est pas isomorphe a R en tant que R-algébre.

Comme 'application R — A, ¢ — te est un morphisme de R-algeébres injectif alors 'image R (identifiée a R)
est une sous-algebre stricte de A. Cela nous fournit z € A\ R.

11 existe alors ¢ : C — R 4+ Rz isomorphisme de R-algébres.

En posant |iy = (i) € A, on a i3 = p(—1) = —e = —1

(a) On a|T(zy) = iaziiyia = —iazyian = —T(2)T(y) pour tous z,y € A
(b) On a car Vo € A, T?(z) = (—=1)a(-1) = 2.
De plus T € End(A) car on observe que VA € R, Va,y € A, T(Az +y) = AT (z) + T(y).
Ainsi T est une R-symétrie vectorielle de A d’ou ’ A =ker(T —id) @ ker(T +id) ‘
Ona T(1)+1d(1) =% +1=0et T(ia) + Id(ip) = i3 +ir = 0.
Ainsi 1 et ig € ker(T 4 id) or (1,ia) est une base de U (comme en 20(b)).
D’ou U C ker(T +id).
Par I’absurde, supposons ’existence de y € ker(T +id) \ U.

Alors comme y € A \ R, alors R 4+ Ry est une R-algébre isomorphe a C.
Cela nous fournit ig € R + Ry, tel que iQB = —1. On a alors ig € R.
Comme R + yR et R +ioR sont des R-plans vectoriels distincts, on a (R +yR) N (R4 iaR) = R.

Ainsi ip # ip et ip # —iB.
De plus comme ker(T + id) est un R-espace vectoriel, on a ip € ker(T +id) d’ou iaip = ipia
Ainsi 0= —1+41 =143 —i% = (ia —ip)(ia +iB) ce qui est absurde car A est sans diviseur de zéro.
Ainsi | ker(T +id) = U]
Comme U est isomorphe a C et que A ne 'est pas alors A # U Ainsi ’ker(T —id) # {0} ‘
(a) Soit z € ker(T —id). En utilisant 22(a), on a
T(Bz) = =T(B)T(x) = —(B)(x) = —(Bx)
d'ot Bz € ker(T +id). Ainsi |2 — Bz envoie ker(T — id) dans ker(T + id)]
Ainsi |82 = B x B €ker(T +id) = U
L’application x — Bx est R-linéaire et injective car A est sans diviseur de 0.

Ainsi ker(T — id) est de dimension finie 1 ou 2 car # {0} selon 23.
Par un calcul analogue a ci-dessus, x — S envoie ker(T + id) dans ker(T — id).

D’ou ker(T — id) est un R-plan vectoriel.
On a alors fU C Ker(T — id) et égalité de dimension, on en déduit que ’ker(T —id) = ﬁU‘

11/12



Un corrigé de Mathématiques A X-ENS MP 2023

25.

26.

27.

(b) On a B8 ¢ U car UNker(T —id) = {0} selon 22(b).
Par I’absurde si 42 € RY, alors cela nous fournit b € R tel que b = 32
Or b =08 car b € R d’'out (b— B)(b+ ) =0 ainsi § € R C U. Absurde.
De plus 32 € R + Rf selon 20(b) et selon (a), on a 32 € U.
Or R C UN (R + RP) (intersection de plan distincts) donc 82 € R = UN (R + RA)
On conclut que |82 € R\ (RF) =] — 00, 0]

(¢) Pour démontrer le théoreme B, il suffit de montrer que A est une R-algébre isomorphe a H. Je note

B et ka = —jaia. Comme € R*, on peut considérer z — jax au lieu de x — Sx.

, 1 1
hT e v
On a alors joU = ker(T —id) et A = U@ ker(T — id). Ainsi (1,4, ja,ka) est une base de A.

Je pose ¢ I'application linéaire H — A qui envoie la base (E,I,J,K) sur (1,ia,ja,ka).

1l s’agit d’un isomorphisme de R-espaces vectoriels.

Pour montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme de R-algébres il suffit de montrer que la table de multiplication
sur {1,ia,ja,ka} est « isomorphe » a celle de {E,I,J, K}.

Comme 1 et E sont les neutres, il suffit de le faire entre {ia, ja,ka} et {I,J,K}.

On aij = ji = —1et k3 = jaiajaia = jaT(ja) = jaja = —1.
Comme ja € Ker(T —id), on a ipjaia = ja donc iaja = ja(—ia) = ka.
Enfin kaia = ja et jaka = ia et aussi inka = iaja(—ia) = —kain = —Ja

En conclusion, |on a montré le théoreme B‘

Comme V = Vectr(z,y) est de dimension 2, alors (z,y) en est une base.
On remarque que Yu,v € V, uv = vu en décomposant sur la base (z,y) car zy = yx.
On a alors (u+ v)? — (u — v)? = 4uv On a alors par inégalité triangulaire

14woll < [[(u + )| + [[(u —v)?|

Avec la multiplicativité de la norme et par homogénéité, on a |Vu,v € V, |lu +v||* + [|[u — v|* = 4|ul| - ||v||
Si ||lu|| = ||v]| = 1, on obtient ||u+ v||* + |lu — v||? > 4.
Via le théoréme A de la partie III et un isomorphisme entre V et R?, on peut conclure que

’1a restriction de || - || & V provient d’un produit scalaire sur V‘

Si z € R, alors 22 € R C R 4 Ruz.

Sinon, (1,x) est R-libre et R C R 4+ Rz est un plan sur le quel || - | provient d’un produit scalaire.

Comme ||1]| = [|1%|| = ||1]|?, on a ||1]] = 1, et on dispose de i, € R + Rz de sorte que (1,4,) soit une base
orthonormée de R + Rz. 11 suffit alors d’établir que i2 € R + Rz pour conclure.

Par 'absurde, on suppose que i2 € R + Rx. Comme 4, et 1 sont unitaires, on a :

4= |lig — 1|* + [Jig + 11> = [}i2 + 1 — 2ig|| + |]i% + 1 + 2iz ]|
Je pose 2z =i2 + 1 et on a ||(2iy + 2) + (2ip — 2)|| = ||20x + 2|| + [|2ix — 2|
Il existe un plan contenant z et 2i, sur lequel la norme provient d’un produit scalaire (-|-).
En élevant au carré, on a (2iy + 2[2i, — 2) = ||2ix + 2|| - || 2ix — 2]
Alors selon Cauchy-Schwarz, la famille (z + 2i, 2 — 2i,) = (i2 + 1 + 26z, 42 + 1 — 2i,) est lice
ce qui nous fournit k € R tel que i2 + 1 + 24, = k(i2 + 1 — 2i,) car i2 + 1 + 2i, # 0 car i> ¢ R + Raz.
d’ou (1 — k)i2 = (k — 1)1 — 2(k + 1)i,. Comme 72 € R + Rz, alors 1 = k d’oit —4i, = 0. Absurde!
Ainsi ’x2 € R + Rx pour tout x € A‘
D’apreés la question précédente A est une R-algebre algébrique et sans diviseur de zéro,
car Va,y € A\ {0}, [ley]l = [zl - [yl > 0
Ainsi A est isomorphe a R, C ou H selon le théoréme B.

On a ainsi prouvé lle théoréme C ‘
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