Intégrales généralisées

Dans ce chapitre, K désigne I’ensemble R ou C. Les fonctions considérées dans ce chapitre sont & valeurs dans
K.
On suppose connue la notion d’intégrale sur un segment d’une fonction continue par morceaux a valeurs réelles
ou complexes (¢f cours de Premiére Année).

b
Si f est une fonction continue sur un segment [a, b] (ou [b, a]), on note / f= f(t)dt (ou toute autre lettre

a la place de t) 'intégrale de f entre a et b : quand on n’a pas besoin de nommer la variable d’intégration, on
ne la note pas, mais si on la note alors on n’oublie pas 1’élément différentiel d.

En préambule, on généralise la notion de fonctions continues par morceaux sur un intervalle quelconque.

Fonctions continues par morceaux sur un intervalle

Définition. Soit I un intervalle quelconque.

On dit qu’une fonction est continue par morceaux sur I quand elle est continue par morceaux sur tout
segment inclus dans I.

Exemples.
—Int sit€]o,1]

—t

i est continue par morceaux sur |0, +o0l.
e site]l,+oo]

— La fonction ¢ — {

1
— La fonction t — LJ est continue par morceaux sur |0, +00|.

Dans toute la suite, on note C2, (I, K) ’ensemble des fonctions continues par morceaux sur I (et & valeurs dans
K).

(Proposition 1. L’ensemble CO (I,K) est une K-algébre. )

1 Intégrales généralisées sur [a, +o0]

Dans cette section, a est un réel.

1.1 Définition et exemples fondamentaux

Définition. Soit f € C? ([a, +oo[, K). )

+oo

On dit que l'intégrale / f converge (ou qu’elle est convergente ou simplement qu’elle existe) quand
a

/ f a une limite finie quand z tend vers +oco.
a

+oo
Dans ce cas, on pose/ = lim / f.

@ Tr—>+00

Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale / f diverge (ou qu’elle est divergente).
\_ ¢ /

+oo
Remarque. Une intégrale généralisée f est une limite et une limite n’existe pas toujours. Donc avant

a
d’utiliser une telle intégrale dans un raisonnement ou un calcul, on doit toujours justifier son existence !
Exemples.

+o00
— Soit « un réel. L'intégrale / e " dt converge si et s.si a > 0.
0

+oo
— Soit « un réel. L’intégrale / pr dt converge si et s.si « > 1 (intégrale dite de Riemann).
1

Ces résultats sont a connaitre.



Exercices :
1
1412

“+oo
1) Quelle est la nature de 'intégrale / dt ? Donner sa valeur en cas de convergence.
0

1

400 1 +oo
Faire de méme avec /0 PR dt ot a > 0, puis avec /O 1+t+¢2 dt.

—+o0
2) Quelle est la nature de 'intégrale / te”" dt? Donner sa valeur en cas de convergence.
0

. T Int
3) Quelle est la nature de 'intégrale e de?

1

1.2 Propriétés

La convergence de 'intégrale ne dépend pas de la borne a, ce qui généralise la relation de Chasles.

Proposition 2. Soit f € C° ([a, +oc[,K) et b € [a, +o0].

+oo 400 +oo b +oo
Alors UVintégrale / f converge si et s.si / f converge. Dans ce cas, on a / 7= / f +/ f-
b a a b

a

Dans le cas convergent, on retrouve la linéarité.

Proposition 3. Soit (f,g) € C° ([a,+oo[,K)?. Soit (), u) € K.
—+oo —+o0

—+oo
Si les intégrales / f et g sont convergentes, alors / (Af + pg) est convergente et dans ce cas,
a a

a

/:DO(Aerug):/\/:oofﬂLu/:oog-

Remarque.
— « La somme d’une intégrale convergente et d’une divergente est divergente ».
— Il n’y a rien & dire a priori sur la « somme de deux intégrales divergentes ».

1.3 Cas des fonctions réelles positives

/Proposition 4. Soit f € C° (la, +oo[,R).

+o00 +oo
Sif>0et si/ f converge, alors/ f=0.

a a
+oo
Si de plus, f est continue et prend au moins une valeur strictement positive, alors / f > 0. Ceci est
a
Kvmi en particulier quand f est continue et strictement positive sur [a, +00l. )

On en déduit la propriété de croissance des intégrales.

Proposition 5. Soit (f,g) € CY ([a, +oo[,R)%.

+ oo —+oo +oo +oo
Si f < g et siles intégmles/ f et/ g convergent, alors/ f g/ g.
a a a

a

1.4 Théoréme de comparaison entre fonctions positives

D’abord une condition nécessaire et suffisante de convergence dans le cas d’une fonction positive.

Proposition 6. Soit f € CY ([a, +oo[,R).

—+00 &
Si f >0, alors l'intégrale / f est convergente si et s.si la fonction x — / f est majorée.
a a

On en déduit un th. de comparaison du méme type que celui sur les séries.



KThéoréme 1. Soit f, g deuz fonctions continues par morceauz sur [a,+0o| et positives.

+oo
> Si0< f<g et silVintégrale /

+oo
g converge, alors/ f converge.
a a

+oo
> Si0< f<g et silintégrale /
a

“+o0
f diverge, alors/ g diverge.
a

+oo +oo
> Si f+~ g et g > 0, alors les intégrales / f et/ g sont de méme nature : l’une converge
oo
a

a
\_ st et seulement si [’autre converge. )

Remarque.
+oo

x
— Dans le cas ou f est positive et I'intégrale / f diverge, alors hIJP / f(t)dt = 4o0. Par convention,
Tr—r+00 a

a

+oo
on pose alors / f = 4.
a

“+o0
Attention! Dans le cas ou f n’est pas de signe constant, le fait que I'intégrale / f diverge n’assure
a

xT
pas que lim / f(t)dt existe!
r—-+00 a

— Dans ce théoréme, il suffit que les inégalités soient vraies au voisinage de 400 seulement.

— Si les fonctions sont & valeurs négatives, on se raméne & ce théoréme en travaillant avec les fonctions
opposées. Ce qui compte donc est qu’elles soient de signe constant.

— Avec des fonctions dont le signe n’est pas constant, alors ce théoréme est faux. Il faut donc bien s’assurer
et mettre en valeur que les fonctions sont positives (ou négatives).

— On compare les fonctions, pas les intégrales! N’écrivez pas des symboles / partout.
a

Exercices :

—t

+oo o
4) Montrez que / - dt converge.
1

+oo 1
5) Montrez que / — dt diverge.
2 Int

T Int
6) Montrez que pour tout « > 1, / ;l—a dt converge.

1

1.5 Lien avec les séries

D’abord, le théoréme de comparaison série-intégrale. Au dela du résultat lui-méme, 'idée d’encadrement est
essentielle et sera abondamment utilisée par la suite.

Proposition 7. Soit f une fonction continue (par morceauz), positive et décroissante sur R .

—+oo
Alors la série Zf(n) et lintégrale / f sont de méme nature.
0

Dans le méme genre, on peut étudier la convergence d’une intégrale d’une fonction positive par 'intermédiaire
d’une série.

~

KProposition 8. Soit f une fonction continue par morceauz sur [0,+o0o[ et positive. Soit u une suite
positive et strictement croissante qui diverge vers +oo.

Alors il y a équivalence entre
+oo

— [lintégrale f converge

0
— la série E / f converge




Exercices :

|sint|

7) Montrez que P'intégrale / dt diverge.

1
1

. T 2 : oo
8) En utilisant I'inégalité sint > =t valable pour tout ¢ € [0,7/2], montrez que 'intégrale / ——dz
™ o 1+ e®|sinz]

converge.

2 Intégrales généralisées sur d’autres types d’intervalles

2.1 Intégrales généralisées sur |a, b)

Dans cette partie, a est un réel ou —oo, b un réel, de sorte que a < b.

(" Définition. Soit f e (a,b],K). R
b b
On dit que l'intégrale / f converge quand / f a une limite finie quand x tend vers a, .
a T
b b
Dans ce cas, on pose / f= lim f.
a T—ra4 z
b
Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale / f diverge (ou qu’elle est divergente).
\_ ¢ /

Tous les résultats énoncés précédemment restent valables, sauf ceux sur les intégrales de Riemann (voir ci-
dessous).

Exemples.

— / Intdt converge.
0

1
— Soit « un réel. L’intégrale / o dt converge si et s.si @ < 1 (intégrale dite de Riemann).
0

Ces deux résultats sont & connaitre.

Ezxercices :

1
9) Montrez que l’intégrale/ n( ! dt converge-t-
0

1 a
m dt diverge. A quelle condition sur « lintégrale /() I (t
elle?

n(l+1t)

2.2 Intégrales généralisées sur [a,b|

Dans cette partie, a est un réel, b un réel ou 400, de sorte que a < b.

KDéﬁnition. Soit f € C? ([a, b[, K). R
b az
On dit que l'intégrale / f converge quand / f a une limite finie quand = tend vers b_.
Dans ce cas, on pose / f= lim / f.
z—b_
Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale / f diverge (ou qu’elle est divergente).
\_ /

Tous les résultats énoncés précédemment restent valables, sauf ceux sur les intégrales de Riemann (voir ci-
dessous).

On peut remarquer que par changement de variable z — —z, lintégrale / f(t)dt est de méme nature (et

dans le cas convergent, a la méme valeur) que f(—u)du. Donc les résultats valables en un point réel ne

dépendent pas du coté du point oil on se place.

Exemples.



a+1

1
— Si a est un réel, alors / — — dt converge si et s.si a < 1.
a (t - a)a
@ 1
— Si a est un réel, alors / — dt converge si et s.si v < 1.
a—1 (a - t)

1
— / In(1 — t) dt converge.
0
Ezercices :

1/2
10) Montrez que pour tout o € R, / |Inz|* dz converge.
0

2.3 Intégrales généralisées sur |a, b|

Dans cette partie, a et b sont des réels ou des infinis tels que a < b.

é Définition. Soit f € C?,(Ja, [, K).

On dit que l'intégrale / f converge quand il existe ¢ € ]a, b] tel que / fet / f convergent.

Dans ce cas, onpose/ /f+/f_ hm/f+ hm/f.
z y—=b— Je

Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale / f diverge.

- ¢ J

Remarque. Grace i la relation de Chasles, on constate que la valeur de ¢ n’est finalement pas importante : si
¢a marche avec pour un certain réel ¢ € |a, b[, alors ¢a marche pour toute autre valeur prise dans a, b[.

Tous les résultats & propos de la linéarité et les inégalités énoncés précédemment restent valables.

Ezercices :
+oo 2
11) Montrez que lintégrale de Gauss / e " dt converge.

— 00

1
1
12) Méme chose avec 'intégrale / ——dt
) & 0 \/t 1 — t)
“+oo —t
13) Meéme chose avec 'intégrale — dt.

o Vi
+oo 1
14) Montrez que pour tout o > 0, / = dt diverge.
0

[In x|
1=zl

1
15) Pour quelles valeurs de « et 8 l'intégrale / dz converge-t-elle ?
0

2.4 Propriétés communes a toutes ces intégrales

Toutes les propriétés vues dans la section 1 sont préservées : linéarité, positivité, croissance, relation de Chasles.
En voici trois autres.

a) Changement de variables

Proposition 9. Soit a,b, «, 8 des réels ou des infinis tels que a < b et a < 3. Soit f une fonction continue
par morceauz sur |a, b|.

Si ¢ est une bijection de classe C* et strictement croissante de o, B[ dans ]a, b, alors

les intégrales t)dt et / fop(u) ¢ (u)du sont de méme nature et si elles sont convergentes, alors

elles sont egales

Remarque. On a évidemment un résultat analogue avec un changement de variable strictement décroissant
et des bornes inversées.

Comme une bijection de classe C'! entre deux intervalles est forcément strictement monotone, I’hypothése de
stricte monotonie est redondante, mais comme elle est explicitement dans le programme de MPI, il vaut mieux
la préciser (de toute fagon, elle sera évidente dans les cas pratiques et ne nécessitera pas de longues preuves).



Exercices :

/2 /2 +o0
16) Montrez que / Vtantdt converge et qu’on a l’égalité / Vtantdt = / vV du.
0 0 0

1+ u?
oo Int L T Int .
17) Montrez que dt converge et vaut 0. Déduisez-en la valeur de dt ot a > 0.
o 1+ o a:tt?

b) Intégration par parties

Soit f une fonction définie sur |a, b].

Dans le cas o les limites de f en a, et en b_ existent et sont finies, on note [f]z = 1li)mf — lim f.
- a4

~

Proposition 10. Soit a,b des réels ou des infinis tels que a < b. Soit f,g deuz fonctions de classe C* sur
la, bl.

Alors si parmi les trois quantités suivantes

/abf’g ; /abfg’ ; Lfale

b b
deuz existent, alors la troisiéme existe aussi et dans ce cas on a l’égalité habituelle / flg= [fg]z —/ fq'.
a a

= /

En pratique, deux stratégies sont possibles :
— revenir A une vraie intégration par parties sur un segment [z, y] C Ja, b[, s’assurer qu’on peut faire tendre
x vers a et y vers b puis le faire effectivement pour obtenir la relation entre les intégrales ;
— effectuer I'intégration par parties sous réserve de convergence, puis justifier la convergence d’au moins
deux des trois morceaux, ce qui rend 'intégration par parties licite.
Dans quelques cas ou la seconde statégie n’est pas acceptable (deux des trois morceaux divergent), il est nanmoins
possible que la premiére donne quand méme un résultat.

Exercices :
“+oo
—t s .
18) Pour n € N, on pose u, = t"e " dt. Montrez que les intégrales u, convergent, donnez une relation de
0
récurrence simple entre u, et u,+1, puis donnez la valeur de u,, en fonction de n.

T gint

oo
. 1 —cost . . .
19) Montrez que l'intégrale / ST g converge, puis déduisez-en que l'intégrale / dt converge.
0

t? 0

2.5 Primitives

C
Proposition 11. Soit f une fonction continue sur |a,b| et c €]a, b| tels que l’intégrale / f converge.
a

T
Alors la fonction x — / f est Dunique primitive de f sur |a,b| qui a pour limite 0 en a.
a

b
Proposition 12. Soit f une fonction continue sur |a,b| et c €la, b| tels que lintégrale / f converge.
(&

b
Alors la fonction x — / f est Uopposé de lunique primitive de f sur ]a,b[ qui a pour limite 0 en b_.
x

Exemples.
xr

— La fonction z / Intdt est la primitive de In qui a pour limite 0 en 0.

it

0
+oo
— La fonction x +— / ) dt est définie sur ]0, +oo[, de classe C' sur cet intervalle et sa dérivée est la
eixw
fonction z — ——-.
x



3 Résumé pour étudier la convergence d’une intégrale

b
On veut savoir si une intégrale / f existe ou a, b sont des réels ou des infinis tels que a < b.
a

D’abord on détermine le plus grand sous-ensemble de [a, b] sur lequel f est continue par morceaux :
— si c’est [a, b], alors il n’y a aucun probléme d’existence de 'intégrale : c’est une béte intégrale classique;
— si c’est Ja, b] (qui ne peut arriver que si b est réel) ou [a, b (donc a réel), alors il faut étudier le compor-
tement de f au voisinage du point ouvert ;
— si c’est ]a, b], alors on choisit arbitrairement un point ¢ € ]a, b[ et on se raméne deux fois au cas précédent.

Un petit résultat qui supprime parfois le probléme en un point ouvert réel : pensez a étudier la limite de la
fonction, si elle est réelle, alors c’est réglé. On dit qu’on a une fausse singularité en ce point réel.

Proposition 13. Soit a, b deux réels tel que a < b et f € C (]a,b], K).

Si f a une limite réelle en a par valeurs supérieures, alors on peut prolonger f par continuité en a, le

b b
prolongement f est une fonction continue par morceauz sur [a,b] et I'intégrale / f converge et vaut / f.
a a

Exercices :

“+oo 2
20) Justifiez que/
0

sin® t
t2

dt converge.

—+o0
tint
21) Montrez que/ =

| 158 dt converge.

4 Fonctions intégrables sur un intervalle

Dans cette section, a, b sont des réels ou des infinis tels que a < b. On note I = |a, b|.

4.1 Intégrales absolument convergentes

Définition. Soit f une fonction continue par morceaux sur I.

b b
On dit que l'intégrale / f converge absolument (ou est absolument convergente) quand I'intégrale / |/
a

a
converge.

Le théoréme suivant est primordial pour la suite du cours de ’année.

Théoréme 2. Soit f une fonction continue par morceauz sur I.

b b
Si l’intégmle/ f converge absolument, alors l’intégmle/ f converge.
a

/abf </abf|-

Dans ce cas,

Exercices :
sin® ¢
t3

—+o0
22) Montrez que 'intégrale / dt est absolument convergente, donc convergente.
0

—+oo
23) Montrez que si m est un complexe de partie réelle strictement positive, alors l'intégrale / e~ ™" dt converge
0

et donnez sa valeur.

“+oo —+o0
Déduisez-en Dexistence et la valeur des intégrales / sin(t)e " dt et / cos(t) e " dt.
0 0

+oo iz 2 2
24) Montrez que 'intégrale / Lr;(x) dz converge.
0 x
T gin ¢
Remarque. La réciproque est fausse! On a montré que / ——dt converge et qu’elle ne converge pas
0

absolument.



4.2 Fonctions intégrables

Définition. Soit f une fonction continue par morceaux sur I.

b
On dit que f est intégrable sur I quand l’intégrale / f converge absolument. On note alors aussi

/If=/1f(t)dt=/abf

L’ensemble des fonctions intégrables sur I est souvent noté .Z'(I,K) (L comme Lebesgue, mathématicien
francais de la fin du 19éme et début du 20éme siécle). Par abus de notation, on écrit parfois « f est Z* » pour
« f est intégrable sur I ».

Ezxemples. a désigne un réel quelconque, a un réel quelconque strictement positif.
— La fonction t +— e~ " est intégrable sur [a, +o0].

Plus généralement, t — t®e~" est intégrable sur [a, +oo| (voire [0, +-00[ si @ > —1).

— La fonction ¢t — o est intégrable sur [a, +o00[ si et s.si a > 1.

1
La fonction ¢ — o est intégrable sur |0,a] si et s.si o < 1.

— La fonction In est intégrable sur |0, a].

(Proposition 14. ! (I,K) est un K-espace vectoriel. )

Proposition 15 (stricte positivité de l'intégrale).

Si f est continue, intégrable sur I et / |f| =0, alors f = 0.
I

Par contraposée, si f est continue, intégrable sur I et f = 0, alors / |f| > 0.
I

4.3 Théoréme de comparaison des fonctions intégrables

Rappel :

f et g étant deux fonctions définie au voisinage d’un point p € RU {—o0, +o0},
— f = O(g) au voisinage de p signifie : il existe K > 0 et V voisinage de p tel que pour tout x € V|

|f(2)] < Klg(z)|;
— f = o(g) au voisinage de p signifie : il existe une fonction € > 0 et V voisinage de p tel que pour tout
x eV, |f(x)| <e(z)|g(x)] et lim e(x) = 0.

Dans le cas ou g ne s’annule pas (ce qui est en pratique toujours le cas),

— f = 0(g) au voisinage de p signifie que = est bornée au voisinage de p;
g

— f = o(g) au voisinage de p signifie que i a pour limite 0 en p.
g

KThéoréme 3. Soit f, g deux fonctions continues par morceaus sur I. N

> si |f| < |g| sur I et si g est intégrable, alors f l’est aussi.

> si f = O(g) au voisinage des bornes ouvertes de I et g est intégrable, alors f l'est aussi. En
particulier si f = o(g).

> si f ~ g au voisinage des bornes ouvertes de I, alors il y a équivalence entre l'intégrabilité de f

_ et celle de g. )

Exercices :
cos(t)

Vi

est-elle intégrable sur ]0, +oo[?

25) Montrez que la fonction ¢ — e~ " est intégrable sur ]0, +oo.

Int

26) La fonction t — ———
cost + t2



5 Intégration des relations de comparaisons

Les résultats présentés portent sur des fonctions intégrables sur [a, +oo[. On obtient évidemment des résultats
analogues sur les autres types d’intervalles.

5.1 Théoréme de comparaison par domination

Dans le cas convergent d’abord, les « restes partiels » suivent la méme relation de comparaison.

KThéoréme 4. Soit f, g deuz fonctions définies sur [a, +oo[, g & valeurs dans R .

Si f = O(g) et g est intégrable sur [a,+oo[, alors f est intégrable sur [a,+00].
+oo +oo
De plus, / f=0 </ g> quand x — +00.

Si f =o0(g) et g est intégrable sur [a,+o0], alors f est intégrable sur [a,+o0].
+oo +oo
De plus, / f=o </ g) quand x — +00.
\_ 7 ? /

Dans le cas divergent ensuite, les « intégrales partielles » suivent aussi la méme relation de comparaison.

KThéoréme 5. Soit f, g deuz fonctions définies sur [a,+o0[ d valeurs dans R .
Si f = O(g) et f n'est pas intégrable sur [a,+o0[, alors g n'est pas intégrable sur [a,+o0].

Deplus,/ sz(/ g) quand x — +o0.

Si f =o(g) et f n'est pas intégrable sur [a,+o0[, alors g n'est pas intégrable sur [a,+o0].
x

Deplus,/ f—o(/ g> quand x — +o0.
= ¢ ¢ /

5.2 Théoréme de comparaison par équivalence

/Théoréme 6. Soit f, g deux fonctions définies sur un intervalle [a,+o0|.
Si f ~ g, alors l’intégrabilité de l'une est équivalente a celle de autre.

De plus,

+oo +oo
> si les fonctions sont intégrables, alors les restes partiels sont équivalents : / f ~ / g;
T r—r+00

> si les fonctions ne sont pas intégrables, alors les intégrales partielles divergent et sont équiva-

g lentes : /fw—;\—/&-oo/ g. J

Exercices :

1 -t +oo
27) Justifiez que / eT dt ~oT In z. Déduisez-en un équivalent de / T dt quand =z — 0.
x = x

“+oo e—t 1
28) Montrez que / —dt = o <7)
- t z——o00 T

+oo
29) Montrez que/ Int o(l).

z t2 r—+o0 \/5
Ti—
30) Montrez que 71 tdt ~ zlnz.
T —400
snt
31) Montrez que/0 mdtI:OQﬁ.



