Mp2i Devoir surveillé 11 - type CCINP - E3A

’L’usage des calculatrices est autorisé. ‘

Probléeme 1 - Deux piles consécutifs

On lance N fois une piéce déséquilibrée : p € ]0,1[ est la probabilité d’obtenir pile et on pose ¢ = 1 — p. Comme souvent,
pile est représenté par 1 et face par 0.

On s’intéresse exclusivement aux couples de pile consécutifs qui apparaissent sans chevauchement (dans le sens
chronologique) : quand un pile a été compté dans un couple, il n’est pas compté dans un autre couple. Méme si ce n’est
pas rappelé dans 1’énoncé, il est sous-entendu qu’on parle toujours de couples sans chevauchement.

Une suite de N lancers est donc représentée par un N-uplet de 0 ou 1 : w = (w1, ws,...,wy) € {0,1}V.

Par exemple, si la suite des lancers w est la suivante :

lancer n° 4 112 3|4 5|6 78 9 10|11 12|13 14|15 16
w; = o0(1r 10 0|1 1|1 0 O0]1 1 1 1 ]1 0
couples pointés + + + +

aux rangs 3, 7, 12, 14, on pointe 4 couples de pile, mais pas au rang 8, car le 1 qui précéde au rang 7 a déja servi dans un
autre couple, pareil pour les rangs 13 et 15.

Pour n € N*, on note
— P la probabilité associée a 'univers Q;
— P, I'événement « le n-éme lancer a pour résultat pile » ;
— X, la variable de Bernoulli qui prend la valeur 1 quand « un couple de pile consécutifs a été découvert a l’issue du
n-éme lancer » et a,, = P(X,, = 1)
Question 1)
a) Décrivez les événements {X; = 1}, {Xo = 1}, {X3 = 1} a l'aide des événements P;.
b) Calculez les nombres a; pour i € [1, 3] en fonction de p et g.
Question 2) Dans cette question, on s’intéresse uniquement aux quatre premiers lancers.
a) Soit w = (w1, ws,...,wy) € {X4 = 1}. Donnez les trois valeurs possibles des quatre premiers lancers (wy, ..., ws).
b) Justifiez {X4:1}:(PlﬁPgﬂP3QP4)U(EﬁPgﬂP4)
¢) Calculez ay.
Question 3) Soit n € N*.
a) Justifiez que {X,12 =1} = (Poy2 N Poy1 N Py) U (Poy2 N Py N{X, = 1}).
b) Déduisez-en que a, 2 = p*a, + qp°.
Question 4) On pose a,, = a,, — A ol A est un réel.
a) Déterminez \ pour que la suite (al,) soit une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

b) Donnez l’expression de a, en fonction de n.

c) Déduisez-en que a,, = %(p + (—=p)") : une démonstration qui utilise les résultats précédents sera plus appréciée
p
qu’une démonstration par béte récurrence.

Question 5) Que peut-on dire de la variable produit X,,.X,+1 ? Les variables (X)1<r<n sont-elles indépendantes ?

Question 6) Un N-uplet de 0 ou 1 est représenté informatiquement par une liste de 0 ou 1. Selon le langage, la structure
de liste n’est pas identique.

a) Donnez un code en langage Python qui implémente une fonction nbcouple(liste) de parameétre une liste de 0 ou
1 et qui renvoie le nombre de couples de pile consécutifs sans chevauchement dans la liste liste.

b) Faites de méme avec le langage Ocaml.

Question 7) On note Yy la variable aléatoire égale au nombre de couples de pile obtenus lors de cette expérience.

a) Calculez son espérance.

2
b) Montrez que E(Yy) ~ N% quand N tend vers +oo.
p

N
Question 8) On pose M = {QJ

a) Justifiez que Yy (2) = [0, M].
b) Calculez P(Yxy = M) (vous pourrez distinguer les cas N pair et N impair).



Probléme 2

Dans ce probléme, on note P une probabilité et |E I’espérance associée.

Partie 1 - Espérance conditionnelle
Soit X une v.a.r. sur un espace probabilisé fini (Q,P). Si A est un événement non négligeable, on appelle espérance
conditionnelle de X sachant A l’espérance de X pour la probabilité conditionnelle P4 et on la note évidemment E 4(X).
Question 1) Donnez Iexpression de E4(X) en fonction des valeurs de X et de la probabilité P4.

Question 2) Soit (A;);c; un systéme complet d’événements non négligeables. Montrez la formule des espérances totales :

E(X) =) P(4)E4,(X)

i€l

Partie 2

Soit n, N deux entiers naturels non nuls. On considére N + 1 urnes %, ..., Zn telles que pour tout i € [0, N], 'urne %;
contienne 7 boules blanches et N — ¢ boules noires.

On choisit une urne au hasard et on effectue ensuite dans cette urne n tirages avec remise.

On note U la v.a.r. égale au numéro de 'urne choisie et B la v.a.r. égale au nombre de boules blanches obtenues aprés
cette série de n tirages.

Question 1) Quelle est la loi de U ? Déterminez son espérance et sa variance.

Question 2) Pour k € [1,n], on pose Wy, I’événement « on tire une boule blanche au k-éme tirage ».

a) Que valent les probabilités conditionnelles Py —;(W},) pour ¢ € [0, N] ?
1
b) Montrez que les événements Wy, ont tous pour probabilité 3
Question 3)
a) Quel est I'univers-image de B?
b) Soit i € [0, N]. Quelle est la loi de B pour la probabilité Pry—; = Py—;?
c) Que vaut l’espérance conditionnelle Ey—;(B) ?

n N
Question 4) Montrez que pour tout k € [0,n], P(B =k) = (k))Nn Zlk(N )

Question 5) Montrez que E(B) = g

Partie 3

On reprend les mémes hypothéses que dans la partie 2, mais cette fois-ci, on fait tendre N vers +oco. Pour bien montrer
la dépendance de B par rapport & N, on note By au lieu de B (remarque : n ne bouge pas).

1
Question 1) Montrez que pour tout k € [0,n], P(By = k) ﬁ (Z) / 281 — )" * da.
—+00 0

1
Dans toute la suite, k est toujours un élément de [0, n] et on note J(n,k) = / (1 —2)" *da
0

Question 2)

a) Que valent J(n,0) et J(n,n)?

b) Montrez que J(n,k) = J(n,n — k).
Question 3)

—k
a) Soit k € [0,n — 1] : montrez que J(n, k) = Z?J(n,k +1).
b) Déduisez-en une expression simple de J(n, k) en fonction de n et k.

Question 4) Concluez : précisez la limite de P(Bxy = k) quand N tend vers +oo. Interprétez ce résultat.



Devoir surveillé 11 - type CCINP - E3A - Corrigé

Probléme 1

Question 1)
a) {X; =1} = @, car il faut au moins deux lancers pour comptabiliser un couple de pile.
{Xo =1} =P NPyet {X3=1} =P, N P,N P; de maniére évidente.

b) En supposant bien siir I'indépendance des événements P;, on obtient donc a; = 0, ay = p?, a3z = qp’.

Question 2)

a) La suite de lancers w appartient a ’événement {X,; = 1}, donc un couple de pile est pointé a ’issue du lancer 4,
donc les deux derniers lancers sont des pile, c’est-a-dire (w1, ...,ws) = (w1,ws, 1, 1).
Il y a donc a priori 4 suites possibles : (0,0,1,1), (0,1,1,1), (1,0,1,1) et (1,1,1,1).
La premiére valeur (0,0, 1, 1) est possible : on pointe un premier couple de pile au rang 4.
Meéme chose pour la suite (1,0,1,1).
La suite (1,1,1,1) est possible aussi : on pointe alors un premier couple au rang 2, puis un autre au rang 4.
En revanche, la suite (0, 1,1, 1) est impossible, car on pointe un couple au rang 3, mais alors le 1 du rang 3 ne peut
plus étre associé au 1 du rang 4, car il a déja servi, donc on ne pointe pas de couple au rang 4.

b) C’est la traduction en événements de la question précédente.
{Xy =1} = (PLN PN P3N Py) U (PN P3N Py), car pour pointer un couple de pile & Pissue du lancer 4,
— il faut bien sar obtenir deux pile aux lancers 3 et 4 et
— soit on a obtenu face au lancer 2, auquel cas le lancer 1 n’a pas d’importance
— soit on a obtenu pile au lancer 2, mais dans ce cas, le couple de pile obtenus aux lancers 2 et 3 ne doit pas pas
étre comptabilisé (sinon le pile du lancer 3 serait compté deux fois), donc le pile du lancer 2 est précédé d’un
pile au lancer 1.

c¢) Toujours par indépendance des lancers, on a ay = pt 4+ qp®.

Question 3)

a) Le raisonnement tenu pour justifier ’événement {X, = 1} est encore valable : pour pointer un couple de pile a

I’issue du lancer n + 2,

— il faut bien str obtenir deux pile aux lancers n 4+ 1 et n + 2 et

— soit on a obtenu face au lancer n

— soit on a obtenu pile au lancer n, mais dans ce cas, comme le couple de pile obtenus aux lancers n et n + 1 ne
doit pas avoir été pointé (sinon le pile du lancer n + 1 serait compté deux fois), alors le pile du lancer n est
précédé d’un pile au lancer n — 1, donc I’événement {X,, = 1} est réalisé.

Ce qui donne {X,,12 =1} = (Phy2 N Poy1 N Po) U (P2 N P N{X, =1}).

b) ani2 =P(PoioNPyi1 NP,) +P(Pyyion Py N{X, = 1}) car la réunion précédente est une réunion disjointe.
On remarque que 'événement {X,, = 1} peut étre décrit uniquement a l’aide des événements P, ..., P, donc il est
indépendant des événements P, et P,io.

Donc par indépendance des événements {X,, = 1}, P,,11 et P, 2 d’une part, et P,, P,y et P, o d’autre part, on
obtient
an+2 = ]P)(Pn+2)]P)(Pn+1)]p(?n) +P(Pot2)P(Pry1)P(X, = 1) = p2q + pzan-
Question 4)
r_ 2 2 .2 2/ 1 .2 2 2

a) o =p q+pan—A=p q+tp(a, +A)—A=pa, + (P qg+pA—A).

Si on choisit A tel que p®q + p>A — A = 0, alors al, |, = 0 x al, ., + p°al, : la suite est bien dans ce cas une suite

récurrente linéaire d’ordzre 2. , ,

On choisit donc A = Pa__ b4 -_ra _ P .
1-p* (1-p)(I+p) ql+p) 1+p

b) L’équation caractéristique associée a la suite (a/,) est I'’équation r* = p* qui a deux racines distinctes p et —p, donc
il existe c, 3 deux constantes telles que pour tout n € N, a/, = ap™ + B(—p)".

2

2 2
Oray =a — )= - P o ay = p? — donc pour trouver les valeurs de o et 3, on résout le systéme
1+p 1+p
2
ap—pp = —% p* > P 4P +p) - p?
d’équations : pp2 , ce qui donne 2ap® = _ﬁ+p2_1+ = T =0
ap® + Bp* = p2_1—|—p P P b
p
et b = ——.
p 1+p
2 2
1o p p p p
¢) On en déduit que a, = a,, + =—(-p)" =——@+(=p)"
) ue an = a, + 77— = )t = T ()



Question 5) Comme X, et X, ;1 ne peuvent prendre que les valeurs 0 ou 1, il en va de méme pour X,,.X,, 11 : c’est aussi
une variable de Bernoulli. De plus, pour obtenir X,.X,,+1 = 1, il n’y a qu’une possibilité : X,, =1 et X,,41 = 1, donc le
paramétre de cette variable de Bernoulli est P(X,,.X,,+1 =1) = P(X,, = 1, X,,41 = 1) = 0, car si on obtient un couple de
pile au rang n, alors le pile du lancer n est déja compté donc on peut pas obtenir un couple de pile au rang n + 1 : les
deux événements A,, et A, 11 sont incompatibles.

Donc P({X, = 1} N {Xpn41 = 1}) = 0 # P{X,, = 1}H)P({X,41 = 1}) : les variables X; ne sont pas mutuellement

indépendantes.

Question 6)

a) Version Python : les listes sotn en fait des tableaux au sens classique (& accés direct) :

def nbcouples(liste):
etat = 0
acc =0
for x in liste:
if x =1 and etat = 1:
acc +=1
etat = 0
elif x =1 and etat ==
etat =1
else:
etat = 0
return acc

b) Version Ocaml : les listes sont des listes chainées (structure récursive) :

let rec nbcouples liste =
match liste with

| 111 [Z]—=>0

| 0 queue —> nbcouples queue

| 1 :: 0 :: queue —> nbcouples queue

| 1 1 :: queue —> 1 + nbcouples queue;;

Question 7)

a) Yy = X1 + -+ Xy, donc par linéarité de ’espérance, on a

N p2 p N ) p2 P 17(7P)N p2 p2 N
E(Yn)=» a;=N—"—+ " (-p)i=N + - - N - 1—(—p)M).
(Yn) ; R D Bl v i T Y
2 2
. p . . P N . ‘
b) La suite [ NV diverge vers +oo alors que la suite | ———— (1 — (— converge, donc on obtient bien
) ( 1+p> & d ( Trppt P )> &

p
E(Yn)~N— d N tend .
(Yn) 10 quan end vers 400

Question 8)

a) Le nombre maximal de couples pointés est atteint par exemple quand la suite des lancers ne contient que des 1
(dans ce cas, N est pair et le nombre de couples est M = N/2) ou quand la suite ne contient que des 1 et un 0 final
(dans ce cas, N est impair et le nombre de couples est (N — 1)/2 = M). Evidemment, toutes les valeurs de 0 & ce
maximum sont atteintes, docn Yy (2) = [0, M].

b) Si N est pair, alors N = 2M et I'événement {Yy = M} ne contient que la suite (1,1,...,1) donc P(Yy = M) = p".
Si N est impair, alors N = 2M + 1 et ’événement {Yy = M} contient les suites

(0,1,1,1,1,1,1,...,1,1)

(1,1,0,1,1,1,1,...,1,1)
(1,1,1,1,0,1,1,...,1,1)

(1,1,1,1,1,1,...,1,1,0)
(1,1,1,1,1,1,...,1,1,1)

) ) ) ) 9 )

ou le 0 peut prendre les positions de rang impair 1,3,..., N, soit M + 1 positions.
Donc P(Yy = M) = (M + 1)p" g+ pV.

Probléme 2



Partie 1
Question 1) Par définition, E4(X) = Z rPus(X = x).
zeX ()

Question 2) (A4;);cs est un systéme complet d’événements non négligeables donc d’aprés la formule des probabilités
totales, pour tout z € X (Q), P(X =2) = > Pa, (X = z)P(A).
il

Donc E(X)= » aP(X=z)= )Y GZP&(X = z)IP’(AQ) = > ) aPa (X =2)P(A)

TEX(Q) TEX(Q) iel 2EX(Q) i€l

Les deux symboles Z sont indépendants, donc on les permute comme d’habitude

X)=> > aPAa(X=2PA)=> | Y aPs(X=2)P(A)| =D [ Y 2Ps(X=2)|P4)

i€l zeX(Q) iel \zeX(Q) icl \zeX(Q)

=Y Ea,(X)P(4A

1€l
Partie 2

Question 1) Sans hypothéses particuliéres données par I’énoncé, on fait I’hypothése que les choix d’urnes sont équipro-

1 1
bables, donc que U suit une loi uniforme sur [0, N] : pour tout ¢ € [0, N], P(U =) = N1 Donc E(U) = sz =

N +1
N
N N2 N(N +2
5 et comme V(U) = E(U?) —E(U)? d’aprés la formule de Huyghens, on a donc V(U E %

i=0
Question 2)

a) La probabilité de tirer une boule blanche dans l'urne %; est p; = % = Py—;(W}) car on suppose bien sir que les
tirages dans chaque urne sont équiprobables.
b) La famille ({U = i})icqo,n] est un systéme complet d’événements non négligeables, donc d’apres la formule des

probabilités totales, P(TWy) Z]P’U =1) N 1 ZPU

1 L 1 R
Donc P(Wp) = —— > —=—— S i=".
onc P(Wy) N+1§N N(N+1);Z 2

Question 3)

a) Dans chaque urne, sauf la premiére, on peut tirer une boule blanche & chaque fois donc on peut obtenir de 0 & n
boules blanches : B(Q2) = [0, n].

b) Sachant que les tirages se font dans I'urne ¢ avec remise, le nombre de boules blanches obtenues est le nombre de
réussites dans un schéma de Bernoulli (successions d’expériences de Bernoulli indépendantes et de méme

i
paramétre) donc la loi de B sachant U = i est une loi binomiale #(n,p;) ou p; = N est la probabilité de réussite
de chaque tirage.
i
c) D’aprés le cours, Ey—;(B) = np; = n-

Question 4) La famille ({U = i})ze[[o ~] est un systéme complet d’événements non négligeables, donc d’aprés la formule
des probabilités totales P(B Z]P’U YP(U = 1) N 1 ZIP’U

Comme le loi de B sachant U = ¢ est la loi #(n,p;), on a d’aprés le cours

AP L N

DoncIP’(B:k):@i(:);nik(N—i)”k N+1< )anz

3

0
Question 5) La famille ({U = i});c[o,n] est un systéme complet d’événements non négligeables, donc d’apreés la formule
N N N
1 1
des espérances totales, E(B) = ZEU:,»(B)]P’(U =i)=—— ZEU:i(B) = — anl

=0 N+1 =0

N2

H
M-



Partie 3

Question 1) P(By = k) = %H f: (Z) (;{)k (1 - ]C)nk

=0

n .
On remarque que cette expression est une somme de Riemann sur [0, 1] pour la fonction x — (k) xk(l — x)"*k, qui est,

continue sur [0, 1].

1
D’aprés le cours, on en déduit que P(By = k) ——— <n> / 281 — )" F da.
N—+oco k 0

N N

1 1
Remarque : les istes diront qu’une somme de Riemann est de la forme — E ...eticion a E ...; C’est exact,
marqu puri iront qu’une somm N 2 N1 2
N N
1 N 1 N
mais — E - X E ... et le facteur tend vers 1, non ?
N £ N+1 N+14& N vers &

Question 2)

1 1 1
J = "dx = t J(n,0) = 1—2)"de = |—
a) J(n,n) /0 etdr=_——e (n,0) /O( )" da {
b) Changement de variables u =1 — x.

Question 3)
a) Intégration par parties (justifiée car on travaille avec des polynomes, donc largement de classe C') :

1 o Pt - 1kt . S
/0 (1 —z)" "dx = [k+1(1—x) } +/0 k+1(n— (1 —x) x

(-2t
n+1 zfo_”*’l-

z=1

=0

-k
Le crochet vaut 0 car k < n, donc il vient J(n, k) = Z?J(n, k+1).
1

(n+1)(})

1
Question 4) On constate donc que la limite de P(By = k) quand N tend vers +oo vaut toujours
n

b) On tatonne un peu, on conjecture J(n, k) = , qu’on prouve ensuite par récurrence sur k.

T quand N est

grand, on peut donc approcher la loi de By par une loi uniforme, il y a quasiment autant de chances de tirer 0 boules
blanches, qu’une seule ou deux ou n’importe quel nombre entre 0 et n.



