SERIES NUMERIQUES

* Exercice proche du cours ** Exercice de difficulté normale *** Exercice difficile (voire trés difficile)

*1) On appelle série harmonique la série Z l Pour n € N* on pose u,, la somme partielle d’indice n de cette série.
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b) Déduisez-en que la série harmonique diverge.

a) Montrez que pour tout n € N* ug, — u, >

*2) Donnez la nature des séries suivantes (« désigne une constante strictement positive) :

2

SDIE == b Yo )Y e
Y o O e X

g) Zcosnln h) Z<1—i>n ) Y In(1+v/n)
) S (n(1 + va) - Inv/n) P D Y (Hnl?)

m) ¥ (2In(n®+1)=3mn(n®+1)) n) > '271 0) nt
DI (G INARUERICE NN s )Y G

n

1
s) Zlfw t) Zna” u) %

n>1
*%3)
a) Montrez que la série de terme général u,, = arctan 2 est convergente.
n
n—1
b) Montrez que pour n > 1, u,, = arctan — arctan .
n
+o0o
¢) Déduisez-en la somme E Up-
n=1
"ok . - 2n—1 ) . T ) o, 1 .
4) Justifiez que la série E 3 converge et déterminez sa somme (indication : décomposition en éléments simples).
nd —
n>=2
5) Soit u une suite positive. On pose v, = T Montrez que les séries E Uy, €t E v, sont de méme nature.
un

**6) Soit u une suite positive telle que la série E u, converge. Que pouvez-vous dire des séries suivantes ?

a) Y up b)Y osin(un) ) D oVum ) Yt

**7) Soit u une suite strictement positive telle que lim "t _yeR.
n—-+oo U,

a) Montrez que si ¢ > 1, alors la série Zun diverge.

1+0\"
b) Montrez que si £ < 1, alors & partir d’un certain rang, u, < K <J2r> ol K est une constante ; déduisez-en que

la série E U, converge.

¢) Dans le cas £ = 1, donnez deux exemples de séries dont 'une diverge et 'autre converge.
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Exemples : déterminez la nature des séries E W’ E — (v, x strictement positifs).
x
n



**8) Soit, (a,b) € R
a) Déterminez a et b pour que la série de terme général Inn + aln(n + 1) + bln(n + 2) converge. Dans ce cas, donnez
la valeur de sa somme.

b) Faites de méme avec la série de terme général /n + av/n + 1+ bv/n + 2.
Un
(T+u)(A+u2)...(1+uy,)

**9) Soit u une suite de réels strictement positifs. On pose a,, =

a) Montrez que la série E a, converge.
n>1

b) Calculez sa somme lorsque u,, =

Bl

**10) Séries de Bertrand.
1

Pour (a,b) € Ri, on pose u, = W.

1
a) On suppose a > 1. Trouvez un réel ¢ > 1 tel que u, = o (C) et déduisez-en la nature de la série Z Uy -
n

b) On suppose a < 1. En vous inspirant de la question précédente, déterminez la nature de la série Z Usy -
c) Dans le cas a = 1, utilisez le th. de comparaison série-intégrale pour déterminer la nature de la série Z Uy »

d) Résumez : donnez une condition nécessaire et suffisante de convergence de la série E Up,.

**11) Montrez que les séries suivantes convergent :
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**12) Montrez que les séries suivantes convergent. Convergent-elles absolument ?

_1\n
a) Z % oll « est une constante strictement positive;

n>1
(~1)me
b) D
n>1
c) Z (=1)" (on pourra faire un dév. limité)
D Tese— 1 urr 1re un V. 11mi 5
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n>2
d) Zsin (7T\/TL2+].).
n=0

—1)"
*¥*%*13) Pour quelles valeurs de a > 0 la série Z ) converge-t-elle ?

"2 /(_1)71 + no

n
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**14) Soit x,, = Z — —Inn. Montrez que la suite x converge (sa limite est un réel noté -y, appelée constante d’Euler : c’est

k=1
un nombre mystérieux dont on ne sait pas grand-chose, on ne sait méme pas si c’est un rationnel ou non).

. - . o ooonlorenn .
**15) Le premier pas vers la formule de Stirling : montrez que la suite de terme général T (—) converge vers un réel
n\n

strictement positif L (indication : passer au logarithme). On peut montrer grace aux résultats d’un devoir non surveillé
que A = V2m, ce qui donne la formule de Stirling :

n! ~V2mn (E)
e

**16) Soit (a,,) une suite complexe. On suppose qu’il existe un complexe zp > 0 tel que la suite (a,z{) soit bornée.
a) Montrez que pour tout z € C, si |z| < |z| alors la série Z anz" est absolument convergente. Peut-on dire quelque
chose & propos de la convergence de la série dans le cas ou |z| = |zp|.
b) On note R = sup{r € R} / (a,r™) bornée} si R existe, sinon on pose R = +oc. Montrez que si si [z| < R alors la
série Z anz" est absolument convergente et si |z| > R, alors la série Z anz" est grossiérement divergente.
¢) On note R = R(a,) pour bien montrer la dépendance a la suite a.
Montrez que pour tout polynéme P non nul, R(a,) = R(P(n)a,).



**17) Soit (un)n>1 une suite réelle strictement positive telle que la série Z un, diverge. Pour n € N*, on pose S,, la somme
n>=1
partielle d’indice n de la série Z Uy«
n>1

a) Montrez que Z—n ~ In < Sn > Déduisez-en la nature de la série Z g—n

Shn—
n n—1 n>1n

b) Etudiez la série Z % quand « € ]0,1].

n>1 """
u S"L
c¢) Soit @ > 1. Montrez que BLAPS / —dx. Déduisez-en la nature de la série Z —n.
S% Sn_1 e n>1 g
' (_1) n(n2+1)
**18) Soita € Ret up, = ~—"———
n

a) Dans le cas ot a < 0 ou a > 1, quelle est la nature de la série Z Up 7
n=1

b) On suppose désormais que 0 < a < 1 et on pose v, = ug,—1+uay,. Montrez que la série E vy, converge. Déduisez-en

la nature de la série E Up,.

n
*¥*%19) Soit w une suite réelle et v une suite complexe. Pour n € N, on pose V,, = Z Vg
k=0

On suppose que la suite u est positive et décroissante de limite nulle et la suite V' est bornée.

n—1
a) Montrez que pour tout n € N, Zukvk =u,V, — Z U1 — Uk ) Vi
k=0 k=0

b) Déduisez-en que la série Z Up vy, converge.
Applications :

¢) Soit w une suite complexe telle que E w, converge. Montrez que pour tout a > 0, la série E —Z converge aussi.
n

inf 0 : 0
d) Soit a > 0 et 6 € R. Donnez la nature des séries Z € s Z M et Z M

na

1— 2 (nb)] (nB)]
e) Montrez que pour tout z € R, |sinz| > y Déterminez la nature des séries Z |COS n Z |Sm i

**%20) Soit u une suite réelle positive et décroissante. Montrez que les séries Z Uy, et Z 2™ugn ont la méme nature.

1
Retrouvez grace a ce résultat la nature des séries de Riemann et celles des séries de Bertrand Z ﬁ ot b > 0.
(Inn

**%21) Soit u une suite positive de limite nulle. On appelle U,, la somme partielle d’indice n de la série Z u, et on suppose
qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout n € N, |U, — nu,| < M

Us Ui M( 1 _1)
n—1 n

a) Montrez que pour tout n > 2, 1
n_

b) Montrez que la série Zun converge.

1
*¥*%22) Soit u une suite réelle positive décroissante telle que Zun converge. Montrez que u, = o () quand n tend vers
n

—+00.

**%23) Soit Z u, une série convergente a termes positifs.
n>1
uy + 2us + 3uz + ... + nu,
n
UL + 2us + 3ug + ... + nu,
n(n+1)

a) Montrez que tend vers 0 quand n tend vers +oc.

b) Montrez que la série Z

n>1
la série E Up, -

n>1

converge et montrez que sa somme est la méme que celle de



