Mp2i Devoir surveillé 10 - sujet Centrale - Mines

Probleme 1 - Calcul de ((2)

n n
-1 k—1 1
On considére les suites (Sy,)n>1 et (Ty,)n>1 définies par : pour n € N*, S, = Z % et T, = Z =
k=1 k=1
Les quatre premiéres questions sont indépendantes les unes des autres et peuvent étre abordées dans 1’ordre souhaité.
Question 1)
C_l)nfl

1 T
a) Démontrez que Vn € N*, —— / t? cos(nt)dt = 5
2 0 n

b) Exprimez la somme S,, & ’aide d’une intégrale.

Question 2) Veérifiez que, pour tout réel ¢t € ]0, 27| et tout entier n € N* :

N |

in L
2 sin 5

n B sin [(n—i—%)t] -
;cosktf _ =

2

. . . . it )
Question 3) On considére la fonction g définie par sit €]0,7]

Montrez que g est de classe C'! sur [0, 7].

Question 4) Soit f une fonction de classe C* sur un segment [a,b] (a < b). Montrez

lim / " F(t)sin(at) dt = 0

T—r+00

Question 5)
2
a) Montrez que la suite (.S,,) converge vers ITE
2
T
b) Déduisez-en que la suite (7},) converge et que sa limite est 5 (vous pourrez chercher une relation entre So,,, Toy,

et Tp,).

Probléme 2 - Des intégrales au service de |'arithmétique

Dans tout ce probléme, la lettre p désigne toujours un nombre premier.

Ainsi la notation Z f(p) représente la somme des nombres f(p) quand p parcourt les nombres premiers inférieurs ou
pP<T

égaux a x: f(2)+ f(3)+ f(5) +...+ f(P) ou P est le plus grand nombre premier immédiatement inférieur a x (rappel :

une somme vide vaut par convention 0).

Pour x > 0, on pose

m(x) = Zl ;o S(z) = Zlnp

p<T p<x
Autrement dit, 7(z) est le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux & x et S(x) est la somme des logarithmes des

nombres premiers inférieurs ou égaux a x.

Pour (z,) € ]0,+oc[? tel que = < y, on pose P(x,y) = H p, produit des nombres premiers appartenant & l'intervalle
Tz<pLy
semi-ouvert |z, y] (rappel : un produit vide est par convention égal a 1) et Q(y) = P(1,y) = H p.
Py

Partie 1 - Une majoration

Question 1)



a) Soit (x,y) € ]0,+oo[* tel que = < y. Justifiez que Q(y) = Q(x) x P(x,y).

b) Soit n € N*. Montrez que Q(n+ 1) = Q(n) ou Q(n+1) = (n + 1)Q(n) : vous expliquerez selon la valeur de n + 1
quand 'une ou 'autre des deux égalités est vraie.

Question 2) Soit m € N*.
2m—+1

2 1 2 1 2 1
a) Que vaut Z met ? Comparez les nombres me et (7 + .
P k m m+1

2 1
b) Montrez que < mt ) <4™m.
m
. " .. 2m+1
Question 3) Montrez que pour tout m € N*, P(m + 1,2m + 1) divise .
m

Question 4) Montrez que pour tout m € N*, si Q(m + 1) < 4™*! alors Q(2m + 1) < 4*™H.
Question 5) Montrez par récurrence forte que pour tout n € N*, Q(n) < 4". Puis déduisez-en que pour tout = > 0,

Qlx) < 4°.

Partie 2 - Une égalité fondamentale

Pour k£ € N*, on note py, le k-éme nombre premier (dans l'ordre croissant) : py =2, p2 =3, ... ,ps =19, ...

Soit, f une fonction de classe C* sur [2, +-oc0].

Question 1)

b
a) Justifiez que pour tout (a,b) € [2, +-00[?, / S(t)f'(t) dt existe.

b) Pour k € N*, justifiez que /pk+1 St)f'(t)dt = S(pr) x (f(pr+1) — f(pr))-

Pk
Question 2)

n

a) Montrez que pour tout n € N*, /21% S f(t)dt = — Zln(Pk)f(pk) + S(pn) f(Pn)-

k=1
b) Déduisez-en que pour tout = > 2, Z In(p)f(p) = S(x)f(x) — /r S(t)f'(t) dt.
2

Pz
Partie 3 - Majoration de 7(x)

1
Dans cette partie, on pose f = o
n

Question 1) Montrez que pour tout z > 2,

x o1
< -
m(z) <2In2 <1n:v +/2 (i) dt)

Question 2) On pose ¢ : u +— e—z, définie sur |0, +oo|.
U
2
a) Montrez que I’équation ¢(u) = 22 posséde exactement deux solutions dans l'intervalle |0, +o0o[ et donnez la
n
plus petite des deux. On appelle a la plus grande des deux.
b) Justifiez que si z > «, [lmax v = p(2).
n?2

)

z 1 T
tion 3) Mont tout z > e dt <
Question 3) Montrez que pour tout z > e, /2 (Int)2 (In x)z(

Inz —1n2).

x
Question 4) Montrez que pour tout = > %, 7(z) < 41n21—.
nzr

Question 5) Expliquez pourquoi cette inégalité nous apprend que les nombres premiers deviennent de plus en plus rares
quand on parcourt les entiers naturels dans ’ordre croissant.

Un résultat trés difficile a obtenir donne une meilleure information : 7(x) ~ li (th. de La Vallée Poussin, 1896).
r—+0o0 INT

Avec des moyens élémentaires, nous avons obtenu une majoration pas si mauvaise, finalement.



Probleme 3 - Algébre linéaire

Soit E un K-e.v. de dimension n, v un endomorphisme de FE.

On suppose qu'il existe v € Z(E) tel que u? ov = u et rgu = rgv (conditions notées C).
Question 1) Montrez que Keru = Ker v.

Question 2) Montrez que v o u o v = v (vous pourrez considérer les vecteurs y = v o v(x) — ).
Question 3) Montrez que E = Kerv @ Im v.

Question 4) Montrez enfin que F = Keru @ Im u.

Réciproquement, on suppose désormais que F = Keru @ Im u.

Question 5) Montrez l'existence de v satisfaisant aux deux conditions C.



Devoir surveillé 10 - sujet Centrale - Mines - Corrigé

Probléme 1

Question 1)

a) Par une double intégration par parties, les fonctions mises en jeu étant largement de classe ct.

b) Par linéarité de l'intégrale, on obtient S, = —— t2 (Z cos(nt) ) dt

Question 2) Plusieurs facons de le montrer : soit directement en passant par les complexes et les sommes de termes de
suites géométriques, soit par récurrence.

n n n
Zcos kt = Zﬂ%(eikt) =R (Z eikt> . on reconnait la somme des termes de la suite géométrique de raison e***, Or

) noo 1 — eint
comme t € |0, 27|, e*** # 1 donc g ettt = ¢it T
—e
k=1
4 » , . .
) eznt/? e int/2 _eznt/2 sinnt . sinnt
Puis on pense & « ’astuce » ! E ekt — it it/2( i ) _ = eitei(n=1t/2 X —— = etntt/2 o —t.
Pt eit/2(e — ¢it/2) sin 5 sin 5
tsinng . s . - . .
Donc g coskt = cos(n+1)= 5 ;. Puis on utilise une formule de trigonométrie pour transformer le produit du sinus
sin ¢
k=1 2

1
et du cosinus en une somme : sina cosb = E(sin(a +b) + sin(a — b)).

Z Lt — sin(ng + (n+1)L) +sin(nf — (n+1)L)  sin(nt+ L) —sin(f) sin((n+3)t) 1
Cos - - _
QSin% 2sin £ 2sin £ 2

2 2

Question 3) g est de classe C' sur |0, 7] d’aprés les th. d’opération sur les fonctions de classe C?.

2
g(t) ~ e ~ 2t quand ¢ tend vers 0, donc ligng =0 =g(0) : g est donc continue en 0. Donc g est continue sur [0, 7].
2sint — L cost ﬁ—|—ot2
Pour tout ¢ €]0, 7], ¢'(t) = 222 _2 () ~ 2 donc ¢’ a une limite réelle en 0.
(sin %) T +o(t?)

On récapitule : g est continue sur [0, 7], de classe C' sur ]0,7] et ¢’ a une limite réelle en 0, donc d’aprés le th. de
prolongement C!, g est de classe C' sur [0, 7).

Question 4) f est de classe C* sur [a,b], donc f’ est continue sur le segment [a, b], d’oil I'existence de M = sup |f’| (th

[a,0]

des bornes atteintes).
A laide d’une intégration par parties, on a pour x > 0 :

b

— cos(xt) — cos(xt — cos(xt
/ f(t)sin(xt) dt = [f(t) X z } / i (I )dt car les fonctions u = f et v : ¢ +— —cos(et) sont de
x
a

classe C* sur [a, b].

Donc/ f(t)sin(zt) dt = </ f'(t) cos(xt) dt + f(a) cos(za) — f(b) cos(xb))

Puis d’aprés I'inégalité triangulaire, on a : t) sin(xt) dt

<i</fﬁk%@ﬂﬁﬂﬂ®+U@0-

Or |f'(t) x cos(zt)| = |f'(t)] x | cos(xt)| < M x 1 = M, donc par croissance de 'intégrale, on a :
b
/ f(t)sin(xt) dt
b

Donc par encadrement, hm f( )sin(zt) dt = 0.
T—400

<2 (M= a)+ @)+ O]

Question 5)



a) Sn:——/ t? (Zcosnt) 21 /ﬂt2 (W ;) dt
:—% Oﬁg(t)sin[< ) }dt+/ t2dt = ——/ smKnJrD } dt+1—;

g est de classe C* sur [0, 7] d’aprés la question 3 et quand n — 400, © = n + % — +oo donc d’aprés la question 4,
2

i 1
/ g(t) sin Kn + 2) t} dt a pour limite 0, donc S,, — T
0

12°
2n n n
(-1 (! (! ! !

b) Son =Y 2t — L S? A AN S S
) 52 Z k2 Z 2T Z k2 Z (25)2 T Z (2j — 1)2
k=1 1<k<2n,k pair 1<k<2n,k impair Jj=1 j=1

D Son = —Tn
onc S +]Zl 2 = 1

De méme, T2n = ZTn + J; W

n

1

71)2 (relation B).
(2j —

-1
Donc Sy, — T5,, = 7Tn (relation A) et So, + T, = 22

n
Il est évident d’une part que la suite de terme général U, = 22 ;
= (2i-1)7°
positifs). D’autre part, comme T, > 0, on a U, < Sa, d’aprés la relation B et comme la suite (Ss,,) converge, elle
est bornée, donc majorée par une constante, donc la suite (U,,) est majorée. Donc la suite (U,,) converge (th. de la
limite monotone).
Donc (T,,) = 4 (U,, — Sa,) converge aussi.

est croissante (on ajoute des réels

2 2

1
Comme (T;,) converge vers un réel ¢, par passage a la limite dans (A), on obtient % -0 = 55, donc £ = %

Probléme 2

Partie 1

Question 1)
a) Quand p est un nombre premier inférieur ou égal a y, il est
— soit inférieur ou égal a =
— soit strictement supérieur ou égal a x
Donc Q(y Hp—pr H p = Q(z) x P(z,y).
p<y p<e T<p<yY
b) Sin+ 1 n’est pas un nombre premier, alors les nombres premiers p tels que p < n + 1 sont inférieurs ou égaux a n,
donc Q(n+ 1) = Q(n).
Si n 4+ 1 est premier, alors les nombres premiers p tels que p < n + 1 sont inférieurs ou égaux & n ou n + 1, donc
Qn+1) = (n+1)Q(n).
Question 2)

2m+1
2 1
a) D’aprés la formule du binéme : 22" = (1 4 1)?™F! = Z ( " >

k=0 k
2 1 2 1 2 1
Par symétrie des coefficients du binéme, met = e — (™t .
m+1 @Cm+1)—(m+1) m
2m-+1
2m+1
b) La somme Z 1 est une somme de réels positifs, donc la somme de deux de ses termes est inférieure ou
k=0
2m-+1
2m+1 2m+1 2m +1
doale : < =2 x 4™,
e (7,7) + () < 3 ()

k=0

2 1 2 1 2 1 2 1
Or(er)(er >,d0nc2(m+><2x4m,d0nc<m+)<4m.
m+1 m m m
2 1 2 H(2m)... 1 2 1
Question 3) < met ) = (2m + )((mTj_)l)!(m_F ) mm+ ) =(2m+1)(2m)...(m+2).
Les nombres premiers p tels que m + 1 < p < 2m + 1 apparaissent dans les facteurs du produit (2m + 1)(2m)...(m + 2)

2 1
donc P(m + 1,2m + 1) divise m! x ( mt >
m

donc m! x
m



Or comme tous les facteurs premiers de P(m + 1,2m + 1) sont strictement plus grands que tous les facteurs de m!, ils ne
le divisent pas, donc ils sont premiers avec m!, donc P(m + 1,2m + 1) est premier avec m!.

2 1
D’aprés le th. de Gauss, P(m + 1,2m + 1) divise ( mt >
m

Question 4) Si Q(m +1) < 4™, alors d’aprés la question 1,
Q2m+1)=Q(m+1)P(m+1,2m+1) < 4™ P(m +1,2m + 1).

< 4™ d’aprés la question 2. Donc

2 1 2 1
Mais comme P(m + 1,2m + 1) divise mt ), onaP(m+1,2m+1) < ( mt )
m

finalement Q(2m + 1) < 4™ x 4™ = 42m+1,

Question 5) On pose &(n) le prédicat Q(n) < 4.
Pour n =1, Q(1) =1 < 4 donc £(1) est vraie.
Pour n = 2, Q(2) = 2 < 4 donc #(2) est vraie.

Si Z(1),..., P (n) sont vraies (n > 2), alors deux cas se présentent :

— si n+ 1 n’est pas premier, alors Q(n + 1) = Q(n) < 4" < 4",

— sl n + 1 est premier, alors comme n + 1 > 3, n est un nombre pair (un nombre premier autre que 2 est impair),
donc on écrit n = 2m; par hypothése de récurrence, &(m + 1) est vraie, donc Q(m + 1) < 4™+ donc d’aprés la
question 4, Q(n + 1) = Q(2m + 1) < 421 = 4+,

Dans les deux cas, on peut conclure Q(n) < 4", donc & (n + 1) est vraie.

D’aprés le principe de récurrence forte, pour tout n € N*, Q(n) < 4™.

Soit maintenant x > 0. Il existe un entier n € N tel que n < 2 < n + 1 (autrement dit n est la partie entiére de x). Alors
comme il n’y a pas de nombre premier strictement entre n et z, P(n,x) = 1, donc Q(z) = Q(n)P(n,x) = Q(n) < 4™ < 4°.

Partie 2

Question 1)

a) La fonction S est en escaliers : sur tout intervalle [px, px11], elle est constante égale & S(py). Donc le produit S x f,
produit d’une fonction en escaliers et d’une fonction continue, est continue par morceaux. Donc sur tout segment,
son intégrale existe.

b) Conséquence de ce qui précéde : S est constante égale & C = S(py) sur [pg, pr+1[, donc

/pk+1 S(t)f'(t)dt = /pk+1 Cf'(t)dt = C/pk+1 F(t)dt = S(pr) x (f(prs1) — f(pr)) (car fest CT).

k Pk Pk
Question 2)

3 [ s / St)f

= S(pk) x (f(prr1) — f(pr)) = 5( f(pr+1) ZS pE)f
k=1

n 1

Pk+1
/ dt (relation de Chasles)
—1YPk

n—1 n— 1 n—1

= Ss-1)f k) = Y Sor) f(or) = Sn—1)F(n) + D Sok-1)f (o) = > S(pw) f (o) — S(p1) f (1)
k=2

k=1 k=2 k=2

= S(pn-1)f(Pn) + > (Spr—1) — S(px))f (i) — S(p1) f (1)

k=2
n

= S(pn-1)f(Pn) + D_(S(pr-1) = S(Pr))f (pr) = S(p1) f (1) = (S(Pn-1) = S(pn)) f (Pn)

=
f(pn +Z —In(p)) f(pr) — In(p1) f Zln k) f(pe) + S(Pn) f(Pn)

b) Soit & > 2. La suite des nombres premiers est strictement croissante, donc il existe n € N* tel que p, < & < pp1,
donc sur [p,,z], la fonction S est constante égale & S(py,).

De méme, Z In(p)f(p) = Z In(p) f(p) = Zlnpkf(pk)-
k=1

p<T P<Pn

Donc Zln(p) / S)f(t)dt + S(pn)flpn) = — " S(t)f'(t)dt + S(pn) f(rn)

P 2



— S(pa)F(&) + S(pa) (f () — () — / " S di

= S(pn)f(z) + S(pn) / roa- ["swroa=seie+ [ " S () (1) dt " s
+/ S@)f dt—/ S(t S(x)f(ac)—[j St)f'(t)dt
Partie 3

Question 1) f est dérivable sur [2, o0 et pour tout t > 2, f'(t)

. S(x) TS(t)
D’aprés la relation précédente, w(x) = 1= In(p)f(p) = +/ dt.
(@) =2 1= 2 W0 = 357 |, iy

In4 * tln4 o1
Or d’aprés la partie 1, S(z) = InQ(x) < 21In4 donc 7(z) < xlnnx +/2 (hilt) dt =2In2 (1 s +/2 i) dt)

Question 2)

a) ¢ est dérivable sur |0, +oo[ et pour tout u > 0, ¢'(u) = %(u —2).
u

On remarque que ¢(In2) =

2
(In2)2"

2
Sur |0, 2], ¢ est strictement décroissante donc elle ne prend qu’une seule fois la valeur ——— en In2.

(In2)2

Sur [2, 400, ¢ est strictement croissante, continue et ¢(2) < < hm ¢ = +o00, donc d’aprés le th. de la valeur

2
(In2)?

intermédiaire, I’équation ¢(u) = 5 posséde exactement une solution dans l'intervalle [2, +-00].

(In2)? 2)

Finalement, il y a deux solutions : In2 et a.
b) Soit z > «.
2
© est décroissante sur [In 2, 2] donc sa valeur maximale sur [In 2, 2] est sa valeur en In2 : W
n
© est croissante sur [2, z], donc sa valeur maximale sur [2, z] est sa valeur en z. Or comme z > « et ¢ croissante

2
(In2)?’

sur [2,+ool, on en déduit que p(z) >

D = o(2).
onc max ¢ ©(z)

T 1 Inx
Question 3) Changement de variable t =e" : I = / T dt = / o(u) du.
o (In?) In2

Inz
Comme x > €% Inz > « donc d’aprés l'inégalité précédente et croissance de lintégrale, I < / o(lnz)du =
In2

(o) (Inz —1n2).

Question 4) D’aprés 'inégalité montrée en 1 et la question 3, on en déduit : 7(z) < 2In2 (1 +— 0 a E 5(Inz —In 2))
nx nx

(Inz —1In2) < L (car In2 > 0).

Or Inz

(Inx)?

Donc 7(z) < 4In P
Inz

Question 5) Pour z € N, dans U'intervalle d’entiers [1, 2], la proportion de nombres premiers est . D’aprés la question

(x)
x
précédente, cette proportion tend vers 0 quand x tend vers 4oco.

Donc plus z grandit, plus la proportion devient petite : il y a de moins en moins de nombres premiers.

Probléme 3

Question 1) Note préambulaire : pour alléger les notations, je ne note pas toujours les symboles o. Ainsi u2v(t) signifie
wowuov(t) =u(u(v(t))).



L’inclusion Kerv C Keru est immédiate. De plus, d’apreés le th. du rang, 1’égalité des rangs rg = rgv donne l’égalité des
dimensions des noyaux, donc finalement on a 1’égalité des noyaux.

Question 2) Pour tout = € E, en posant y = uv(x) —z, on a u(y) = u?v(z) —u(z) = 0, donc y € Keru. Or Keru = Kerv,
donc v(y) = 0 donc vuv(z) — v(x) = 0. Ceci prouve vouov = v.

Question 3) Soit € Kerv NImw. Il existe t € E tel que z = v(t) et u(zr) = 0 car Keru = Kerv.
Donc uv(t) = 0, donc vuwv(t) = 0, or vuv(t) = v(t) donc z = v(t) = 0.

On a donc prouvé que Kerv et Imv sont en somme directe, et grace au th. du rang d’une part, au th "3 pour le prix de
2" d’autre part, on en déduit £ = Kerv & Imwv.

Question 4) Pour montrer 1’égalité E = Keru @ Im u, il suffit d’échanger les roles de u et v dans la preuve précédente.
C’est ce qu’on va justifier.

Soit « € E. 1l existe (a,b) € Kerv x Imv tel que = a + b, puis il existe ¢t € E tel que b = v(t), donc z = a + v(t).
D’une part, u(z) = u(a) + uvv(t) = uv(t) car Ker u = Kerw.

D’autre part, on a aussi wvu(z) = wvuv(t) or vuv = v donc il vient wvu(z) = wo(t).

Donc finalement wou(z) = u(x).

Ceci prouve bien que uowvowu = u. Le méme raisonnement que dans la question précédente montre en échangeant les roles
de u et v que F = Keru ® Imu.

Question 5) On choisit une base de chacun des sous-espaces Im u et Ker u respectivement : (e1,...,¢e.) et (€rq1,...,€n),
en notant r = rgu.

Puisque E = Ker u @ Im u, en réunissant les deux bases, on obtient une base % de E.

Pour chacun des vecteurs eq,...,e,, on choisit un antécédent par u aq,...,a,. Puis on définit un endomorphisme v de F
en donnant 'image d’une base, & bien sur :

— sii < r,on pose v(e) = a;

— sii>=r+1, on pose v(e;) =0.
Alors il est évident que les deux endomorphismes u2v et u transforment la base Z de la méme facon, donc ils sont égaux.

De plus, §’il y avait une relation de dépendance linéaire entre les a;, en en prenant l'image par v, on en aurait une entre
les e;, ce qui est absurde. Donc la famille (ay,...,a,) est de rang r, autrement dit rgv = rrgu.

On a donc bien montré ce qu’on voulait.



