Mp2i Devoir non surveillé 3

Probleme 1 - Sommes lacunaires

Une somme indexée de 0 & n est dite lacunaire quand elle comporte des trous (des lacunes), c’est-a-dire quand un certain
nombre de termes sont nuls, ou ce qui revient au méme, quand l’indice ne prend pas toutes les valeurs de 0 & n.

Question 1) Pour n € N*, on pose p,, = Z <Z> et gp = Z <Z>

0<k<n 0<k<n
k pair k impair

a) Calculez p, + gn.
b) En développant (1 + (—1))", montrez que p, = gx.
¢) Déduisez-en p, et gy,.

. _ T\ (_q1yk/2 _ ) (k12
Question 2) Pour n € N, on pose a,, = Z <k>( 1)¥= et b, = Z <k)( 1) .

0<kn 0<kn
k pair k impair

1 désigne ici le nombre complexe habituel.
a) Montrez que a, + ib, = (1 +1)".
b) Déduisez-en a,, et by,.
c) Pour quelles valeurs de n a-t-on a,, = b, ?

Question 3) Pour n € N, on sépare les entiers de 0 & n en trois parties : Z,, est ’ensemble des tels entiers multiples de
3, U, est celui des entiers de la forme 3r + 1 ou r € N et D,, celui des entiers de la forme 3r 4 2.

Par exemple, avec n =7, Zy = {0,3,6}, U, = {1,4,7}, D7y = {2,5}.

On note 2, = 3 (Z),un ) (Z) et dy= 3 (Z)

k€Zy, keUn keD,

a) Montrez que 2, + ju, + j2d, = (1 + 5)".
b) Plus généralement, donnez un systéme linéaire & 3 équations et 3 inconnues dont la solution est le triplet (z,,, u,, dy,).
c) Donnez des expressions simples de z,, u, et d, en fonction de n.

Probleme 2 - Des inégalités classiques

1 1
Soient p et g deux réels > 1 tels que — + — = 1. Soient n € N*. Soient x1, ..., Ty, Y1, ..., Yn des réels strictement positifs.
q

On souhaite démontrer ’inégalité suivante qui porte le nom de I’inégalité de Holder :
1 1
n n P n q
S < (22) (Y]
k=1 k=1 k=1

Question 1)

aP oyl
a) Montrez que : Vz,y >0,zy < — + =—.
p q
1 1
S ' - ! T Yk
b) On pose A = (Z xi) et B = (Z y,‘i) . Appliquez le résultat précédent avec Zk et 3 et déduisez-en 'inégalité
k=1 k=1

de Holder.

¢) Que peut-on dire si on remplace ’hypothése « 1, ..., Tn, Y1, ..., Yn des réels strictement positifs » par « 1, ..., Tn, Y1, .-, Yn
des réels positifs » ?

Question 2) Démontrez I'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante :

n n n
Soit @1, ...,an, bi,...,b, des véels.  Ona: D arbi| < (D dd x (|> B2
k=1 k=1 k=1
. . ) . . ar+---+ay .
Question 3) Soit ai,...,a, des réels strictement positifs. On note m(aq,...,a,) = ———— la moyenne (dite
n

1

aan): 1 1
m(a7...?)
n

Montrez que la moyenne harmonique est toujours inférieure ou égale & la moyenne arithmétique.

arithmétique) des a; et h(aq, ... la moyenne harmonique.

Question 4) Soit n € N* et aq,...,a, des réels strictement positifs.



(k+1) k k
a) Montrez que pour tout k € [1,n] ( ) Zap X Z —.

p=1 p=1
n p2 n 1

b) Déd I'i lité — <4 -y —

) Déduisez-en l'inégalité Z - Z 0 2= Tk 1)
p=1 k=p

c¢) Vérifiez que pour tout k € N* 2 L !
s _f <=

qauep R SR 1)
d) Concluez : prouvez 'inégalité z": # <2 Zn: 1
P & i a +otag =



Devoir non surveillé 3 - Corrigé

Probléme 1

Question 1)

a) P+ qn = Z 3 car tout entier est soit pair, soit impair.

0<k<n

On reconnait la formule du binéme : p,, + ¢, = Z (kz) 1kn—k =(14+1)"=2"
o<k<n

b) 0" =(1+(-1)"= > <’;)(1)k1nk_ 3 <’;)(1)k.

0<k<n 0<k<n

Or (=1)* =1 si i —1)F = —1si i ir. D = ") " = Pn — qn-
r(—1) si k est pair et (—1) si k est impair. Donc 0 Z ( f Z 3 DPn — ¢
0<k<n 0<k<n

k pair k impair

Donc p,, = qy-

¢) On en déduit que p,, = ¢, = 2",
Question 2)

a) 1+0)"= Y <Z>zk Or i = ¢"™/? donc

0<k<n
iF = e™k/2 = (7™)k/2 = (—1)*/2 quand k est pair donc quand k/2 est entier,
et iF = e™/2 = jeim(h=1)/2 — j(eim)(k=1)/2 — j(_1)(*=1/2 quand k est impair docn quand (k — 1)/2 est entier.

Attention! la notation z® n’a pas de sens quand z est un complexe non réel positif et a non entier. Donc je ne fais
apparaitre que des exposants entiers!

Donc en séparant les termes pairs et impairs, on obtient

1+dm= > <Z> MR (> YED/2 = ) + by,
0<k<n 0<ksn
k pair k1mpalr

Or a, et by, sont des réels donc ce sont les parties réelle et imaginaire de (1 +14)".
1+i=1+¢"2=2cos~ 4 e/t = /24 donce (14 0)" = (V2)"e"/4.

Donc a, = (V/2)" cosn4 et b, = (V2)" sinn%.

b, si et seulement si T inn~ (77 ﬂ)

ay, = i ulement si cosn— =sinn— =cos (= —n—

si et seulement si n~ = & — [27] ou nt=_T + nZ [27]
4 2 4 4 2 4 ’

La deuxiéme congruence est impossible, il reste donc 2n [27], ce qui revient A n =1 [4].

Question 3)

a)

Sachant que j° = 1, alors pour k € Z,,, on a j* = 1; pour k € U,, j* = j; pour k € D,,, j* = j2.

Donc z, + ju, + j3d, = Z <Z>jk * Z (Z)jk + Z <Z>jk = Z (Z)Jk = (1+ 7)™ car la réunion des trois
keZ, keU, k€D, k=0
ensembles Z,, UU, U D,, est exactement ’ensemble des entiers de 0 a n.

De méme, on a aussi z, +u, +d, = (1+1)" = 2" (méme raisonnement que dans la question 1) et z,, + j2u,, +jd, =
(14 7)™ (qui est la conjuguée de la relation prouvée en a.).

TH+y+z 2"
Le triplet (2, un,dy,) est donc solution du systéme linéaire suivant : { z + jy + 5%z = (1 +5)"
4ty +jz = (145"

On simplifie d’abord (1 + j)" = (—5%)" = &!"™/3 et (1 4 )" = 71 ""/3,
Puis on résout le systéme linéaire.
On trouve d’abord

Zn:§(2n+(*]) + (=5 ),un:§ (2" + 72 (=" + (=), dn = 5(2 + 333"+ 72(=5)")
. 1/, 1 - 2)m 1/, n+2)w
puis znzg(Q +2c0&.— Up, 3( +2cos 3 ) ),dn—3<2 +2c057( 3 ) )

Probléme 2



Question 1)

a)

c)

a
On fixe y > 0 et on fait varier x : on considére donc la fonction f : z o= + v xy.
p q
Alors f/(x) = 2P~ — y donc f'(x) = 0 si et seulement si z = y"®=1_ On note a = y/®=1) pour simplifier.
La fonction f’ est clairement négative sur |0, a] et positive sur [a, +oo[, donc f admet un minimum en a, qui vaut

a q 1 d a a
f(a)Zy—l—y—ay:ay(l—)—i—y —£+y—:y(yq_1—a).
p q p q q q q
1 1
Or y = a?~! donc y7~! = oD~V et un petit calcul montre que (p—1)(g—1) = 1 grace a la relation = + = = 1,
p q
donc y?~! = a.
Donc finalement, f(a) = 0. La fonction f a donc pour minimum 0, ce qu’on voulait démontrer.
v 1 1yl

D’aprés la question précédente, on a donc — X = . =
p d p A B " p A g B¢

" Tk Yk " 1 J,‘p 1 yq
Puis on additionne ces n inégalités, on obtient Z (— X —) < Z < Zkog Z Tk )
k=1 A q

~ B) ~ & \p'Ar " ¢'B1
- 1Y 2 130yt 142 1 BT 1 1
Done —— g ot Th g s Sk S S oSy m
onc AB;xkyk » s +q B » APJrq B p+q
B 1 1
Donc finalement, kayk Ax B = (Z xi) X (Z y,‘i)
k=1 k=1 k=1

Les fonctions z +— x® sont prolongeables par continuité en 0 quand « > 0 par 0% = 0. Si certains nombres sont
nuls, ¢ca ne change donc rien, l'inégalité reste vraie.

Question 2) On applique I'inégalité précédente avec p = ¢ = 2 et x, = |ag|, yr = bk :

Or d’aprés l'inégalité triangulaire, on a

donc

Question 3) D’aprés 'inégalité précédente,

Donc

M:

n
<D larbl,
k=1

[N

1

() - (ébi)

n
D> anbe
k=1
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< (2": \/@2>

k=1

Zl

<) - (82)

Les deux membres de I'inégalité sont positifs, donc on peut tout passer au carré, ¢ca ne change pas 'inégalité :

(54 (1)

Ou encore n? < nm(ay,...,a,)x —————, donc finalement 1 < m(ay,...,a,)x

m(al, .

n 1

—— c’est-a-dire h(a,...,a
h(a1,...,an)’ ( 1 ) n)

h(al, . ,an)

aan)-

Question 4)

a)

On utilise I'inégalité de la question 2. sur les réels positifs ,/a, et L, on obtient
a

k 2 p 5
(v ) < ()

k 2 k k 2 k k
Autrement dit, (Zp) < Zap X Z 5—2, donc (k(k;l)> < Zap X Z o

<



b)

k
k 4
D’apres I'inégalité précédente, on en déduit que < —, ceci étant valable pour tout k € [1,n].
prés l'inégalité pr q ; \k(k+122a P [1,7]

n n
k 1
On additionne ces inégalités, on obtient —— <4 —_—
& ;a1+---+ak 2. k(k+ 1)

n
1 2
On reconnait une somme triangulaire : E (k‘(2 E p-
a
k=1

1
+
. . . 1 P K 1 p? ~ [P’ ¢ 1
On intervertit les sommations : Z m;p = Z ( m@ = Z @ E(k+1)2
k k

1<p<k<n p=1 =p p=1 =p
n n n
k P2 1
Donc E —— <4 E — INFRIEEY]
=ant - ta H\wiz k(k+1)

Par équivalences successives : pour k € N*,

2 1 1
- C <= e 2%k < (k+ 1) kP =2k+1
FEFLZ S (ht 1) (k+1) +
2 1 1
Or l'inégalité 2k < 2k + 1 est vraie, donc l'inégalité ——— = < - — ——— est vraie aussi.

k(k+1)2 ~ k2 (k+1)2

D’aprés l'inégalité précédente, on peut majorer z”: # ar }Zn: i — ; et on reconnait une
P g 1% ) p J = k(k‘ + 1)2 p 2 = k2 (k+ 1)2

) .l 1 1/1 1 1
somme télescopique : 3 kz =i m =5 i m < G
=p

k " p? 1 "1
Doncz_:wg4z<%2p2): >



