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Probléme 1 - étude d'une fonction définie par une intégrale

2x 1
Soit f: dt
oit f z|—>/m P

Question 1)

a) Rappelez comment démontrer I'inégalité « pour tout ¢ > 0, Int < t—1 » sans faire d’étude de la fonction ¢ — t—1—Int
(ou autre).

b) Montrez que f est définie sur ]0, 4+o0].

Question 2) Montrez que f est de classe C! sur 10, 400, calculez sa dérivée et précisez ses variations.

Question 3) Donnez un encadrement trés simple de f(x) (en utilisant la question 1) qui permet de prolonger f par
continuité en 0.

Question 4) f ainsi prolongée est-elle de classe C'* sur [0, +o0|?
Question 5)

1
a) Comparez les fonctions t — — et ¢ — sur [1, 4o0].

t—Int
b) Montrez que pour tout z > 1, f(z) > In2.
Question 6)
1 < 1
t—1Int ~ t— 2%

a) Déterminez un réel xo > 0 tel que pour tout ¢ > zo, (on fera attention aux signes...)

2z 1

b) Calculez (pour z > x¢) / dt.

x t_2\/i

¢) Montrez que pour = € [zg, +00[, on a l’encadrement

In2 < f(z) <2ln <\/\/2;—22>

d) Déterminez la limite de f en +oc0.

Question 7) Donnez l'allure de la courbe de f.
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Probléeme 1

Question 1)

-1
a) La fonction In est concave (puisque sa dérivée seconde t — = est négative) sur ]0, +oo[ donc sa courbe est située

sous ses tangentes. Or la tangente en 1 a pour équation y =t — 1, donc pour tout ¢ > 0, Int < ¢ — 1.

b) Pour tout x € |0, +ool, le segment [z, 2] est inclus dans ]0, +00[ et la fonction ¢ — ; ; est continue sur |0, +00[

(car c’est I'inverse d’une fonction continue qui ne s’annule pas sur cet intervalle d’aprés la question précédente)
donc son intégrale entre x et 2x existe.

est continue sur ]0, +o00[ donc elle posséde une primitive H sur cet intervalle et

Question 2) La fonction h : t — ;
n
on peut écrire : pour tout x € |0, +oo|, f(z) = H(2z) — H(z).

On voit alors clairement que f est dérivable sur |0, +oco[ (h. de composition et d’opérations sur les fonctions dérivables) et
2 1 In(2z) — 2Inz
tout 0 f'(x) = 2h(2z) — h(z) = - = .
que pour tout x>0 f'(x) (22) (@) 2 —In(2z) x—Ilnz (22 —In(2z))(x — lnx)

Pour tout # > 0, on a z —Inz > 1 > 0 donc aussi 2z — In(2z) > 1 > 0, donc le signe de f'(x) est celui de In(2z) —2Inx =
In2 —Inz.

Donc f est croissante sur ]0,1n2] et décroissante sur [In 2, +ocol.

Question 3) Pour tout « > 0 et pour tout ¢ € [z, 2x], 0 < h(t) < 1, donc les bornes étant dans le bon sens; on en déduit
2z

que()gf(:c)g/ 1dt ==.

xr
D’apreés le th. d’encadrement, il vient que f a pour limite 0 en O : on prolonge donc f par continuité en 0 en posant
f(0) = 0.
Question 4) f est continue sur [0, +o0[, de classe C* sur |0, +-o00] et il est évident que lirr%) f'(x) = 0, donc d’aprés le th.
z—

de limite de la dérivée (ou de prolongement C'), f est de classe C* sur [0, +ocl.
Question 5)

a) Pour tout t > 1,0 <t —1Int < ¢t donc = < h(t).

S

b) Pour tout = > 1, pour tout ¢ € [z,2z], on a t > 1 donc — < h(t), puis comme les bornes sont dans le bon sens,

2x
1
/ 7 dt < f(z), ce qui donne In2 < f(x).

Question 6)

a) D’abord on travaille avec ¢t > 4 pour que t — 24/t soit strictement positif. Une fois cette condition posée, on peut
alors étudier ¢ — 2v/t — Int et vérifier que cette fonction est positive sur [4, +-o0o[. 2o = 4 convient.

1 VaE gy Var V2 — 2
- dt = T du= du =2 Y22
t— 2Vt vi u?—2u vi ou—2 VT —2
¢) On a déja montré que In2 < f(x) et 'autre inégalité découle des deux questions précédentes.

V2r—2 oz V2 —
\/E_2N\/E:\f2donc N

) tend vers 21nv2 = In 2.

2z
b) Changement de variable ¢t = u? : /

tend vers V2, donc par composition des limites,

d) Quand z tend vers +oo,

V2x —2
2111(\/5_2

D’aprés le th. d’encadrement, f a pour limite In2 en 4oc0.

Question 7)



