Mp2i Devoir non surveillé 13

Probleme 1 - Sous-anneau engendré par un endomorphisme

Dans ce probléme, E désigne un R-e.v. On note I I'application identité de E. La notation Veth(. ..) désigne

I’ensemble des combinaisons linéaires & coefficients entiers de ...

Si f est un endomorphisme de F, on appelle A(f) le sous-anneau de .Z(E) engendré par f, c’est-a-dire le plus
petit sous-anneau de Z(F) contenant f.

Question 1) On note Z[X] I’ensemble des polynémes a coefficients dans Z.
Montrez que A(f) ={P(f) / P € Z[X]}.

Question 2) Un exemple : dans cette question, on suppose que f est un projecteur différent de I et de 0.
a) Montrez que A(f) = Veth(I7 f).

b) Déterminez le groupe des inversibles de I’anneau A(f) : vous vérifierez qu’il n’a que 4 éléments que vous
reconnaitrez.

Dans toute la suite, E est de dimension 3, & est une base de E et f est 'endomorphisme de E dont la matrice

0o 2 =2
dans la base Best A=|1 1 -2
1 -1 0

Question 3) L’endomorphisme f est-il un automorphisme ? Précisez son noyau et son image en donnant une
base de chacun d’eux. Sont-ils supplémentaires ?

Question 4) Pour A € R, on note E) = {z € E / f(z) = Az}.
a) Montrez que pour tout A, E) est un s.e.v. de F.

b) Montrez que E) est réduit & {0} sauf pour trois valeurs de A que vous préciserez. Pour chacune de ces
trois valeurs, donnez une base de F).

Question 5) Montrez qu’en réunissant les trois bases précédentes, on obtient une base ¥ de E. Donnez la
matrice D de f dans la base 4.

Question 6) Montrez que f> € veth(f, ).
Question 7) Montrez que A(f) = Veth(I, f, .

Question 8) Montrez que le groupe des inversibles de ’anneau A(f) est un ensemble & 4 éléments.



Devoir non surveillé 13 - Corrigé
Probléeme 1

Question 1) A(f) contient f et est stable par o, donc il contient fo f = f2, fo f2 = f3, etc Par récurrence
immediate, A(f) contient les endomorphismes f" pour tout n € N*. Comme il contient aussi le neutre pour la
composition, il contient donc tous les endomorphismes f™ pour n € N.

Puis comme il est stable par +, il contient f™ + f™ = 2f™ et plus généralement tous les af™” oun € Net a € N
(par récurrence sur a). Puis comme il est stable par opposition, il contient tous les af™ oun € N et a € Z.

Puis toujours par stabilité par +, il contient toutes les combinaisons linéaires a coefficients entiers des puissances
de f, autrement dit il contient tous les P(f) o P € Z[X].

Autrement dit F' C A(f).
Réciproquement, il est facile de voir que F = {P(f) / P € Z[X]} est un sous-anneau de .Z(F) qui contient f :

— F contient 1(f) =Tet X(f)=f
— Soit (P,Q) € ZXP, alors P(f)+ Q(f) = (P+Q)(f) € F et P(f)oQ(f) = (P x Q)(f) € F, car P+Q

et P x @ sont deux polyndémes a coefficients entiers
F est donc une partie non vide de Z(FE), stable par + et o, contenant I, donc F' est un sous-anneau de Z(FE),
qui de plus contient f.

Comme A(f) est le plus petit sous-anneau de Z(FE) qui contient f (plus petit au sens de Iinclusion), alors on
en déduit que A(f) C F.

On a donc les deux inclusions, finalement A(f) = {P(f) / P € Z[X]}.

Question 2)

a) Soit g € A(f). Il existe P € Z[X] tel que g = P(f). On effectue la division euclidienne de P par X% — X
(pourquoi X? — X ? parce que f* — f = 0!) : il existe (Q, R) € Z[X]? tel que P = (X? — X)Q + R et
deg R < 2. Donc g = P(f) = (f> — f) o Q(f) + R(f) = R(f) = af + bl si on note R = aX +b.

Ceci prouve que A(f) C Veth(I, f)-
L’inclusion dans 'autre sens est immeédiate.

b) Soit (a,b) € Z* tel que g = af + bl soit un inversible de 'anneau A(f). Il existe donc (c,d) € Z? tel que
h = cf + dI soit 'inverse de g.
hog =1 donne alors (ac+ ad + be)f + bdl =1 (rappel : f2 = f). Or la famille (I, f) est libre donc on en
déduit les deux égalités bd = 1 et ac + ad + bc = 0.

b et d étant deux entiers, on a alors b =d € {—1,+1}, donc
— sib=1,alorsd = 1et act+a+c = 0, c’est-a-dire (14+a)(1+c¢) = 1 donc encore 1+a = 1+c € {—1,+1},

ce quirevient aa=c=0o0ua=c= —2;
finalement g =Tou g =—-2f + I danslecasb=1
—sib=—-1,onademéme g=—-loug=2f—1L

Soit 4 candidats-solutions : I, —2f + 1, —I, 2f — L.
Réciproquement, ils conviennent, car I et —I sont clairement inversibles d’inverse dans A(f) et 2f — 1

et —2f + I sont les deux symétries associées au projecteur f donc sont inversibles d’inverse elle-méme,
éléement de A(f).

Question 3) On calcule le rang de A par la méthode du pivot de Gauss :

2 0 -2 2 0 0 2 00
A ~ 1 1 =2 ~ 1 1 -1 ~ 1 1 0
C1+Co 11 0 C3+C3+C1 11 -1 C3+C3+Co 1 1 0

Ceci prouve que A est de rang 2, donc que rg f = 2 # dim F, autrement dit f n’est pas un automorphisme.
D’aprés le th. du rang, f n’est ni injectif, ni surjectif.

On a de plus rg f = 2, donc d’aprés le th. du rang, dim Ker f = 1.

On peut remarquer que la derniére colonne nulle est celle des coordonnées du vecteur f(e3) + f(e1) + f(e2),
donc on a aussi prouvé que f(e; + ex 4+ e3) = 0 : le vecteur ug = e1 + e + e3 appartient au noyau, qui est de
dimension 1, donc une base de Ker f est la famille & un seul vecteur (ug).



Les deux autres colonnes de la matrice finale sont les matrices-colonnes des coordonnées de deux vecteurs de
I'image de f, qui sont f(e2), f(e1) + f(e2) = f(e1 + e2). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc ils
forment une famille libre de deux vecteurs de Im f, espace de dimension 2, donc ils forment une base de Im f.

Ker f = vect(ug) et Im f = vect(f(ez2), f(ex1 + e2)) donc Ker f + Im f = vect(ug, f(e2), f(e1 + e2)). On pose
P = (ug, f(e2), f(e1 + e2)) : c’est une famille génératrice de Ker f + Im f.

1 2 0
On écrit la matrice de cette famille dans la base % : mgz}t(,%" )=11 1 1], puis on calcule son rang (sans
1 -1 1

détails cette fois-ci), on trouve 3 : il s’agit donc d’une famille de trois vecteurs de rang 3 dans un espace de
dimension 3, donc c’est une base de E.

On a donc prouvé que Ker f 4+ Im f = E'; de plus, le th. du rang donne dim Ker f 4+ dim Im f = dim £ ; donc le
th. "3 pour le prix de 2" assure que Ker f et Im f sont supplémentaires.

Question 4)

a) Ey\ = Ker(f — Al) est le noyau d’une application linéaire de E dans ..., donc E) est un s.e.v. de E.
T 20—22z = Ax
b) Soit w | y | . On a l'équivalence u € F)\ <= f(u) = \u <~ r+y—2z = Ay
2/ 4 T —y = Az
“Ar+2y—2z = 0 xr—y—Adz = 0
= r+(1=-Ny—2z = 0 < 2-=Ny+(—24+XNz = 0
r—y—Xz = 0 2-Ny—(2+X)z = 0
On voit tout de suite un cas particulier : A = 2. Etudions d’abord ce cas : le systéme est alors équivalent
r—y—2z =0 _
A 0 = 0 <« { T
-6z = 0
1
Autrement dit, si A = 2, alors Es est la droite vectorielle dirigée par le vecteur ug | 1
0 B
Maintenant, si A # 2, alors on peut diviser la deuxiéme ligne par 2 — A, le systéme est donc équivalent &
r—y—Adz = 0 r—y—Adz = 0
y—z2z = 0 = y—z = 0
2-Ny—(2+X)z = 0 (=A=X)z = 0
On voit donc les deux derniers cas particuliers : A=0ou A = —1.
1
Dans le cas A = 0, on retombe sur le noyau de f, dont on connait une base (ug) ot ug | 1
1)
0
Dans le cas A = —1, on trouve que E_; est la droite vectorielle dirigée par le vecteur u_; | 1
1 B

Dans les autres cas, E) = {0}.

Question 5) On pose € = (ugp, uz,u_1), on calcule son rang (sans détails) et on vérifie que le rang est 3 : on a
donc une famille de rang 3 de 3 vecteurs de E, espace de dimension 3. Donc % est une base de F.

Comme f(ug) = 0, f(u2) = 2ug et f(u_1) = —u_q, on en déduit que la matrice de f dans la base € est
0 0 O
02 0
00 -1

0 00 00 O
Question 6) mat f2= [0 4 0] etmatf=(0 8 0
v 00 1 v 00 —1

Il est alors facile de constater que f2 = f2 + 2f, donc que f2 € Veth(I, f, fg).

Question 7) On vient de constater que f> — f? —2f = 0.
Dabord, veet(I, £, /2) = {P(f) | P € ZaIX]} € {P(f) | P € ZIX]} = A(f).
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Ensuite pour tout P € Z[X], si on le divise par X® — X% + 2X, on obtient l'existence de deux polynémes Q et
R tels que P = (X3 — X2 +2X)Q + R et degR < 2, donc P(f) = (f2 — 2+ 2f) o Q(f) + R(f) = R(f) €
f) | P € Z:[X]}.

Ceci prouve que A(f) = {P(f) / P € Zo[X]} C{P(f) | P € Z»[X]}.

Au total, on a la double inclusion, d’ou I’égalité.

Question 8) Soit g € A(f)*. Alors il existe h € A(f) tel que goh = hog = 1. Comme il s’agit d’endomorphismes
en dimension finie, on peut ne s’intéresser qu’a une seule égalité, 'autre étant alors automatique.

On écrit g =al +bf +cf? et h=al+ Bf +~f2, ot a,b,c,a, 8,7 sont 6 entiers relatifs.

a 0 0
Doncmatg= [0 a+2b+4c 0 et de méme pour celle de h en remplacant les lettres.
v 0 0 a—b+c
Or on veut que le produit de ces deux matrices soit la matrice identité, il vient donc les conditions :
=1
(a+2b+4c)(a+26+ 47) = 1 qui sont trois produits d’entiers.
(a=btc)la-pF+y) =1

Donconaa=a=1loua=a=

1+2b+4¢ = 1lou-1

Danslecasoua—lllwent{ l—btec = lou—1"

On traite alors chacun des 4 sous-cas, on voit que deux d’entre eux aboutissent & des solutions non entiéres, il
n‘enresteque 2 :b=c=0o0ub=1, c=—1.
On fait de méme dans le cas ol @ = —1, on trouve encore 2 solutions.

Au total, on a 4 solutions pour g (on vérifie bien qu’elles conviennent) : I, —I, I + f — f2 et —1 — f + f2.



