Mp2i Devoir surveillé 8

L’usage des calculatrices est autorisé.

Rappelez-vous tout ce qui a été dit lors de la correction des DS précédents! N’oubliez pas que le concepteur du sujet
est votre ami, mais pas le correcteur! Lisez donc I’énoncé attentivement, vérifiez la cohérence de vos résultats a 'aide de
I’énoncé et rédigez soigneusement sans vouloir tout faire et sans étourderie.

Probleme 1 - Polynémes

La fonction signe est définie de la fagon suivante sur R : si z > 0, alors sgnax = 1; si < 0, alors sgnz = —1 et sgn0 = 0.
On définit une suite de polynoémes par récurrence : Py = 1 et pour tout n € N, P, 1 = P, —2XP,. On pose f : v e,
Question 1) Calculez Py, Py, P3 et Py. Déterminez les racines de chacun de ces quatre polynomes.

Question 2) Montrez que pour tout n € N, pour tout € R, f(")(x) = P,(x)f(z).

Question 3) Montrez que pour tout n € N, P, est de degré n et de coefficient dominant (—2)". Pour n > 1, quelles sont
les limites de P,, en —oo et +00?

Question 4) Montrez que pour tout n € N, P,(—X) = (—=1)"P,(X).

Question 5) Soit n € N*. En dérivant n fois l'égalité f'(z) = —2xf(z) (sous-entendu pour tout z réel), montrez que
Pn+1 = —2XPn — 2nPn,1.

Question 6)

a) Calculez P, (0) en fonction de n, si possible & 'aide de deux factorielles : vous pourrez distinguer les cas n pair ou
n impair.

b) Justifiez que quand 0 est racine de P,, alors il est racine simple.

Question 7) Donnez une relation entre P, et P,_;. Montrez que les racines de P, sont simples.

Question 8) On veut montrer par récurrence que pour tout n € N*, P, posséde exactement n racines simples réelles. Il
est évident que cette proposition est vraie quand n = 1.

On suppose que P,,_; posséde n — 1 racines réelles simples a1 < as < ... < ayp_1.
a) D’abord un lemme : soit () un polynéme de R[X] ayant une racine réelle simple a ; justifiez que Q(z) ~ Q'(a)(z—a).
r—a

Selon le signe de Q’(a), quel est le signe de Q(x) quand z est au voisinage & gauche de a a gauche ou a droite de a ?

b) Justifiez que sur chaque intervalle | — o0, a1, Jai, asl, - . ., Jan—1, +o0], la fonction x — P, _1(x) est de signe constant.
Puis justifiez le tableau de signe suivant :
x —00 a1 as as - Ap—1 “+00
Py_1(z) + 0 — 0 4+ 0 — ... (=)™ 0o (=)™

Déduisez-en entre autres que pour tout i € [1,n — 1], sgn P, (a;) = sgn P, _,(a;) = (—1)".

c) Donnez alors le tableau de variations de P, et montrez que P, posséde n racines réelles distinctes.

Probléme 2 - Puissances d’un endomorphisme

Soit E un C-espace vectoriel, a, b deux complexes tels que b # 0, a> +4b # 0 et f € Z(F) tel que f> =a f + bld ou Id
désigne bien stir ’application identité de E.

Question 1) On pose &/ = vect(f,1d), sous-espace vectoriel de .Z(E). Montrez que < est un sous-anneau de .Z(E).

Question 2)

:aJrﬁ'

a) Justifiez 'existence de deux complexes distincts a et 5 tels que { _Z — af
b) Montrez alors : (f —ald) o (f — 51Id) = 0.

Question 3) Onpose A={z € E / f(z) =aaz}et B={x € E / f(z) =Bz}
a) Montrez que A et B sont deux s.e.v. de E.

b) Montrez que A et B sont en somme directe.



Question 4) Montrez que Im(f — f1d) C A et Im(f —ald) C B.

Question 5) On veut montrer que A et B sont supplémentaires dans E, autrement dit que pour tout vecteur z € F, il
existe un unique couple (u,v) € A x B tel que x = u + v.

1
a) Montrez que si u et v existent, alors u = ——(f(x) — Sz) et donnez de méme ’expression de v en fonction de x.
a—

B

b) Veérifiez que les deux expressions de u et v ci-dessus sont effectivement des solutions. Quel type de démonstration
venez-vous de mener ?

Question 6) Soit n € N.
a) Soit € E. On décompose x sous la forme u + v ot (u,v) € A x B. Exprimez f"(z) a 'aide de o™, 5", u et v.

b) Montrez que f™ peut s’écrire comme combinaison linéaire de f et Id.

Question 7) Justifiez que f est inversible et montrez que la relation précédente est encore valable pour n € Z.

Probleme 3 - Translatées d’une fonction

Soit £ = .Z#(R,R).
Pour f € E et t € R, on appelle translatée de f par ¢t Papplication f; : © — f(x +t). Ainsi fo = f.

Soit f € E et n € N*, on dit que f est de type n si et seulement si il existe (1, ...,t,) € R" tel que pour tout ¢t € R, f; est
combinaison linéaire de f;,, ..., f;,. Par convention, on dit que I'application nulle est de type 0.

Il est évident que ’entier n dans la définition précédente n’est pas unique : si n convient, alors tout entier p > n convient
aussi. Alors on dit que f est exactement de type n quand elle est de type n, mais pas de type n — 1, autrement dit quand
Ientier n intervenant dans la définition précédente est minimal.

On dit que f est de type fini si et seulement si il existe n € N* tel que f est de type n
Partie 1 - Généralités

Question 1) Exemples :
a) Montrez que la fonction exp est de type 1.

b) Montrez que cos est exactement de type 2.
Question 2) Soit f € E et n > 1.

Montrez que si f est exactement de type n, alors toute famille (fy,, ..., fz,) qui convient dans la définition est libre.

Question 3) Soit f € E, f # 0. On suppose qu’il existe un s.e.v. F' de E, de dimension finie p, tel que toutes les translatées
de f appartiennent & F' : pour tout t € R, f; € F.

a) Montrez que toute famille d’au moins p 4 1 translatées de f est liée.

b) Soit n le plus grand entier pour lequel il existe (¢1,...,%,) € R™ tel que la famille (fy,, ..., ft,) soit libre. Justifiez
Iexistence de cet entier n et justifiez que n < p.

c) Soit n l’entier défini dans la question précédente et (fy,, ..., ft, ) une famille libre. Montrez que f est de type n et
que la famille (f;,, ..., ft,) convient dans la définition.

Question 4) Soit f € E. Montrez ’équivalence : f est de type fini si et seulement si il existe un s.e.v. F' de E, de
dimension finie, tel que toutes les translatées de f appartiennent & F.

Question 5) Soit T'F I'ensemble des applications f de type fini. Montrez que TF est un s.e.v. de F.

Partie 2 - Recherche des applications dérivables exactement de type 1

Soit f € E. On suppose que f est exactement de type 1 (donc f # 0), et qu’elle est dérivable sur R.

Question 1)
a) Montrez que toutes les translatées de f sont colinéaires & f.
f(xo +1t)
f(x0)

Question 2) En dérivant la relation précédente par rapport a ¢, puis en donnant une valeur particuliére a ¢, montrez que
f est solution d’une équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre & coefficients constants.

b) Soit 2y € R tel que f(zg) # 0. Montrez que pour tout (z,t) € R?, f(x +1t) = f(x).

Question 3) Concluez : précisez toutes les applications dérivables sur R et de type 1.



Partie 3 - Recherche des applications dérivables exactement de type 2

Question 1) Soit (h,k) € E2. Montrez Iéquivalence : la famille (h, k) est libre si et seulement si il existe (a,b) € R? tel

h(a)  k(a)

a .« . , . .
h(b) k(D) # 0.(on pourra choisir d’abord a puis ensuite b).

que

On suppose dans toute la suite que f est exactement de type 2 et que f est deux fois dérivable sur R. Soit (fy,, f:,) une
famille qui convient dans la définition de « f est de type 2 ».

Par définition, pour tout ¢ € R, il existe deux scalaires « et (3 tels que f; = afy, + Bfi, : ces deux scalaires dépendent de
t, on va donc plutdt les noter g(t) et h(t). De cette facon, on définit ainsi deux fonctions g et h.

On a donc : pour tout (z,t) € R?, f(z +1t) = g(t)fe, () + h(t) fi,(x)  (*)

Question 2)
fu(a)  fi,(a)
0.
Ju®) fu®)]|”
b) Calculez alors g(t) et h(t) en fonction de f(a +t), f(b+t) et du déterminant précédent. Justifiez que g et h sont
deux fois dérivables sur R.

a) Montrez qu'il existe (a,b) € R? tel que

Question 3)

a) En dérivant une, puis deux fois par rapport a ¢ la relation (*), montrez que f, f’, " appartiennent & un méme s.e.v.
de dimension 2.

b) Montrez que f est solution d’une équation différentielle linéaire homogéne du second ordre a coefficients constants.

Question 4) Concluez : précisez les différentes formes possibles des applications deux fois dérivables et de type 2.



Devoir surveille 8 - Corrigé

Probléme 1

Question 1) P, = —2X, P, =4X% -2, P3 = —8X® + 12X, P, = 16X* — 48X? 4 12.

3+6
2 b

. . . 3 3 .
P, a pour racine 0, P, a pour racines V2 et —\/5, P3 a pour racines 0, \/; et —\/; P, a pour racines

\/3+\/6 3-v6 . [3-46
2 2 B 2

Question 2) On pose Z(n) le prédicat : « pour tout z € R, ) (z) = P, (z)f(z) ».
Par convention, f(9(z) = f(z) = Py(z)f(z) donc 2(0) est vraie.

Si 2 (n) st vraie, alors [0 (x) = <0 (Pu(@)f(2)) = Ph(a)f(x) + Pala)f'(x) = Ph(a)F(@) + Pale) x (~20)f(x) =

(P (x) — 22P,(x)) f(z) = Pyy1(z) f(x) donc P (n+ 1) est vraie.

D’apreés le principe de récurrence, pour tout n € N, &2(n) est vraie.

Question 3) On pose & (n) le prédicat : « P, est de degré n et de coefficient dominant (—2)" ».
Py =1 donc £2(0) est vraie.

Si Z(n) est vraie, alors deg P, = n — 1 < deg(—2XP,) = n + 1 donc deg P,+1 = max(deg P.,,deg(—2XP,)) =n+ 1 et
dom(P, ;1) = —2dom(P,) = —2 x (=2)" = (=2)"™! donc Z(n + 1) est vraie.

D’apreés le principe de récurrence, pour tout n € N, &2(n) est vraie.

On en déduit que Em P, (z) = (-1)"(—00)" = 400 et hrf P,(z) = (-1)"(4+00)" = (—=1)"00.
x — 00 T—r+00

Question 4) On pose & (n) le prédicat : « P,(—X) = (—1)"Pp(X) ».

Py =1 donc £(0) est vraie.

Si Z(n) est vraie, alors P, 1(—X) = P.(—X) — 2(—=X) P, (—X),

or P,(—X) = (-1)"P,(X) donc —P'(—=X) = (—=1)"P/(X) donc P,(-X) = (-1)"T' P/ (X),

doncil vient P, 1(—X) = (=1)""' P/ (X)—2(=X)(=1)"Pp(X) = (=1)" "' P/ (X)—2X (=1)" T P, (X) = (=1)" T P11 (X),
donc Z(n + 1) est vraie.

D’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N, &2(n) est vraie.

n dn—k
. .1 i, - p(ntl) (n) -
Question 5) On utilise la formule de Leibniz : f (x) = Z ( ) dxk )dz"—k (f(x))

- <75> (—22) £ (z) + @ (=2 (@) = =20 (@) = 20"V (x)

donc Py1(z) f(x) = =22 Py(z) f(x) — 2nPp_1(z) f(x) et comme f(x) # 0, on a P,y1(x) = —2z P,(z) — 2nP,—1(x)
Les deux polynoémes P, 1 et —2X P,, — 2nP,,_; coincident sur une infinité de valeurs, donc ils sont égaux :

Poi1 = —2XP, —2nP,_,.

Question 6)
a) Quand n est impair, P,(—X) = —P,(X) donc en particulier, P,(0) = —P, (0) donc P,(0) = 0.
Quand n est pair et n > 2, on note n = 2m, alors en évaluant la relation précédente (en remplacant n + 1 par 2m),
Pgm(O) = —2(2m — 1)P2m—2(0)
On montre alors facilement par récurrence que
Py, (0) =(-2)2m —1) x (-2)(2m —3) x ... x (=2)1 = (-2)"2m - 1)(2m —3)...1
o (2m)! o (2m)! 1 (2m)
— (-2) Y ~ (-2) = (2L
(2m)(2m —2)...2 m!

2m )
b) Quand 0 est racine de P,, alors n est impair et alors P, (0) = —2nP,_1(0) # 0 d’aprés ce qui précede, donc 0 est
racine simple.



Question 7) En comparant les deux relations de récurrence (la définition et celle obtenue en question 5), on a
P! = —2nP,_; pour n > 1. Cest d’ailleurs ce qui a été utilisé ci-dessus.

On pose & (n) le prédicat : « les racines de P,, sont simples ».

P, = —2X donc (1) est vraie.

Si Z(n) est vraie, alors par ’absurde, on suppose que P, 1 a une racine multiple a,

donc P,i1(a) = 0 = —2aP,(a) + P,(a) et P, (a) =0 = —2(n + 1)P,(a), donc il vient P,(a) = 0 = P,(a), donc a est
racine multiple de P, ce qui contredit la proposition de récurrence #(n), donc P, 41 ne peut avoir que des racines simples
donc Z(n + 1) est vraie.

D’apreés le principe de récurrence, pour tout n € N, &2(n) est vraie.

Question 8)

a) @ ayant une racine simple a, on a donc Q'(a) # 0 donc d’aprés un résultat du cours (voir chapitre sur les calculs

de limites), Q(z) — Q(a) ~ Q'(a)(x — a), c’est-a-dire Q(z) ~ Q'(a)(x — a).
r—ra r—a

Au voisinage a gauche de a, Q(z) a le méme signe que Q'(a)(z — a) donc est du signe de —Q’(a); & droite, Q(x)
est du signe de Q’'(a).

b) Sur chaque intervalle | — 0o, a1, Jai,as, ..., Jan—1,+00[, la fonction x — P,_;(x) est continue et ne s’annule pas,
donc elle y est de signe constant d’aprés le th. des valeurs intermédiaires.
On a montré lim P,,_; = 400 donc P,_; est positive sur | — 0o, a;[. D’aprés la question précédente, comme les

—0o0

racines de P, _; sont simples, la fonction & — P, _1(x) change de signe en chaque racine, donc P,,_; devient négative
sur Jag, as|, puis positive sur Jas, as], etc, ce qui justifie le tableau de signes.
De plus, d’aprés la question précédente, comme il y a changement de signe en a;, la dérivée P!, (a;) a le méme signe

que P,_; au voisinage a droite de a;, donc sgn P!, _,(a1) = —1, sgn P, _,(az) = +1, etc : pour tout i € [1,n — 1],
sgn P,y (a;) = (=1)".
Et comme P,(a;) = —2a;P,_1(a;) + P, _,(a;) = P, _,(a;), on en déduit les signes des nombres P, (a;) : pour tout
i€ [1,n—1], sgnP,(a;) =sgn P, _,(a;) = (1)

¢) Comme P, = —2nP,_1, on connait le signe de P, donc les variations de P,.

si n est pair :

x —00 a1 as as . —+00
P (x) — 0 - 0 - 0 + ¥
+o00 >0 .. 400
P, (x)
0 0
si n est impair :
x —00 ai a9 as - —+00
P,/ (z) - 0 + 0 - 0 + -
+0o0o >0
<0 <0 —0
Sur chaque intervalle | — oo, a1}, Jai,az[, ..., |an—1,+00[, la fonction P, est strictement monotone, continue et

change de signe, donc d’aprés le th. de la valeur intermédiaire, elle s’annule une fois sur chaque intervalle. Elle
s’annule donc au total n fois et comme elle est de degré n, on a donc toutes les racines, qui sont réelles et simples.

Par récurrence, on a donc montré que pour tout n > 1, P, a n racines réelles simples.

Probléme 2

Question 1) & est un s.e.v. de .Z(FE) donc est non vide, stable par 4+ et par opposition. Pour montrer que & est un
sous-anneau de .Z(E), il reste & montrer que Id € o7 (évident) et que < est stable par o.



(Af + pld) o (of +7Id) = (A\a) f2 + (AT + po) f + (ur)Id = (Ao)(af + bld) + (AT + po) f + (u7)ld
donc (Af + pld) o (of 4+ 71d) = (aro + AT + po) f + (bAo + pu7r)Id € o7, donc & est stable par o.

Question 2)

a) « et B sont solutions du systéme proposé si et s.si ils sont racines du polynome X? — az — b. Par hypothése, ce
polynéme a un discriminant non nul donc posséde deux racines complexes distinctes.

b) Simple calcul : (f —ald)o (f — BId) = f2 — (a4 B)f + afld = f*> —af — bld = 0.
Remarque : ¢a marche dans l'autre sens aussi, (f — 51d) o (f — aId) = 0.
Question 3)

a) Deux fagons de faire : la premiére est de revenir a la définition (stabilité par + et C. : facile, je ne détaille pas), la
deuxiéme est de remarquer que A = Ker(f — ald) est le noyau d’une application linéaire donc un s.e.v. d’aprés le
cours.

b) Siz € AN B, alors f(z) = ax = Pz, or a # § donc z = 0.
Les deux s.e.v. sont en somme directe.

Question 4) Soit y € Im(f — SId), alors il existe « € E tel que y = f(x) — Sz, donc par linéarité de f,
fy) = f2(x) = Bf(z) = (a = B)f(a) + bz = af(z) + afz = a(f(x) — fz) = ay donc y € A.
De méme, en échangeant les roles de A et B, donc de « et 5.
Question 5)
a) Si uw et v existent, alors x = u + v, donc f(z) = f(u) + f(v) = au + v donc f(z) — Bz = (o — B)u donc
u= L(f(:v) — Bx). De méme, v = L(f(:v) — ax)
« @

—B B—
b) On remarque que u € Im(f — SId) donc u € A d’aprés la question 4. De méme, v € B. Et de maniére évidente,
T=u-+.

On a donc mené une démonstration par analyse-synthése, qui prouve £ = A @ B.
Question 6)

a) Par récurrence immédiate, f"(z) = a™u + ™.

(f(z) — Bo) + B (f(z) - az)

b) On a donc f"(z) = o™ !
o

-8 f—a
donc f"(x) = %f(x) + aﬂai:gﬂx.
Come ceci est vrai pour tout z € E, f* = o’ - ﬂnf + ab” anﬁld.
-8B a—p

Question 7) Comme b # 0, on a Id = %(fzfaf) = %fo(ffaId) = %(ffald)of.

1 1
Donc f est inversible et f~! = E(f —ald) = Ef — %Id.

0 a~t—pg71 B —« -1 1 ot de méme af~t—a1p o? — B? (a+8) a
r = = — == méme, = = =—7-
a—p afla=pB) aB b a—p aB(a—p) af b
. N a — Bn O[Bn _ an/@
Donc ’expression f"* = f+ Id est encore valable pour n = —1.
a—pf a—pf
On peut alors montrer qu’elle reste valable pour tout entier n = —k ot k € N* par récurrence sur k, par exemple.

Probléme 3

Partie 1

Question 1)

a) Pour tout » € R, exp,(r) = '™

= e’ exp(z) = e’ expy(z) donc exp, = e’ expy,.
Ceci prouve que exp est de type 1.

b) Pour tout x € R, cos;(z) = cos(t + x) = costcosz — sintsinx = costcosx + sintcos(x + 7/2) donc cos; =
cos t cosg +sint cos, /3. Donc cos est de type 2.
Si cos est de type 1, alors il existe u € R tel que pour tout ¢t € R, il existe a € R, tel que cos; = acos,,
autrement dit pour tout z € R, cos(z + t) = acos(z + u). En particulier, on peut prendre z + v = 7/2 donc

T
cos (t + 5~ u) = ax0 = 0. Comme t est arbitraire, on en déduit que la fonction cos est alors nulle : contradiction.



Question 2) Si une famille (fy,, ..., ft,) qui convient dans la définition est liée, alors I'une des fonctions est combinaison
linéaire des autres donc si on la supprime de la famille, le s.e.v. engendré ne change pas, donc toute fonction f; est
combinaison linéaire des fonctions de cette famille raccourcie, donc f est de type n — 1 : contradiction.

Question 3)
a) F est de dimension p donc les familles libres ont au plus p vecteurs.

b) Soit A l'ensemble des entiers k tels qu’il existe une famille libre de k translatées de f. Cet ensemble d’entiers est
non vide car f # 0 et majoré par p d’aprés la question précédente, donc d’aprés la propriété fondamentale de N, il
a un maximum n. Comme n € A, on en déduit que n < p.

c) Soit t € R, on considére la famille (ft, fi,,..., ft,) qui contient n + 1 translatées de f. Par définition de n, cette
famille est liée. Or la famille (fy,, ..., fi, ) est libre, donc d’apreés le cours, f; est combinaison linéaire de (fy,, ..., ft,)-

Donc f est de type n.
Question 4) Le sens = est immédiat : c’est la définition. La réciproque est ce qu’on vient de montrer ci-dessus.
Question 5) TF est une partie de .Z(R,R) qui est un R-e.v. connu. TF est non vide (il contient la fonction nulle, la
fonction exp, etc).

Soit f, g deux fonctions de T'F, alors pour tout t € R, (f + g): = f: + g+ : on sait qu’il existe un s.e.v. F de dimension
finie qui contient les fonctions f; et un autre G qui contient les fonctions g;, donc le s.e.v. F'+ G est de dimension finie et
contient les fonctions(f + g)¢. Donc f + g € TF.

Pour la multiplication par un scalaire, c’est immédiat.

Donc TF est stable par + et par R., donc TF est un s.e.v. de % (R, R), donc lui-méme un R-e.v.

Partie 2

Question 1)

a) f est de type 1, donc ’ensemble de ses translatées est une droite vectorielle. En particulier, fo = f dirige cette
droite, donc les translatées de f sont colinéaires & f.

fi(xo) _ f(t+ o) ce
f (o) f(zo) 7

b) Soit t € R : il existe a € R tel que f; = af, donc en particulier fi(z¢) = af(z¢) donc o =

qu’on voulait.

fl(t + .%'0)

Question 2) Pour tout t € R, f'(t+z) =
(o)

f(@).

f'(20)
f(l‘o)

f est donc solution d’une équation différentielle du premier ordre 3y’ = ky o1 k est une constante.

f(@).

Puisque c’est vrai pour tout t, on peut choisir t+ = 0 maintenant, on a alors f’(z) =

Question 3) Les solutions de cette équation sont les fonctions = +— Ae*® . Réciproquement, on vérifie comme dans la
partie 1 que ces fonctions sont de type 1 : les fonctions de type 1 sont donc les fonctions exponentielles z — Aef* avec A
et k quelconques.

Partie 3

Question 1) Si (h,k) est libre, alors h est non nulle, donc il existe a tel que h(a) # 0. Donc si pour tout b € R, le
k k
h(a) % ; 0, alors h(a)k(b) = h(b)k(a) donc k(b) = ﬂh(b), autrement dit k = @h, donc k et h
tio

déterminant h(a) h(a)

h(b)
colinéaires : contradic

Donc il existe b € R tel que

Réciproquement, si h(a) - k(a) = 0, alors on considére I’équation ah + Bk =0
h(b)  k(b)
- ah(a) + Bk(a) = . . , . .
En particulier, ah(b) + Bk(b) = 0 ° systéme de Cramer puisque son déterminant est non nul : il a donc pour seule

solution le couple (O, 0), ce qui prouve que (h, k) est libre.

Question 2)
a) D’aprés la question 2 b de la partie 1, (f;,, fi,) est libre, donc d’aprés la question précédente, il existe (a,b) € R?

ftl() ftQ(a‘)
ftl() ftz(b)

tel que




b) On utlise les formules de Cramer :
pour x = a,on a f(a+1t) = g(t)fi, (a) + h(t) fi,(a) et de méme pour x = b. g(t) et h(t) sont solutions d’un systéme
& deux équations et deux inconnues de déterminant non nul.
g et h sont donc définies comme des combinaisons linéaires de f, et fi, ce qui prouve qu’elles sont deux fois dérivables
d’aprés les th. d’opérations sur les fonctions dérivables.

Question 3)
a) Pour tout (x,t) € R%, f'(z +1) = g'(t) e, (x) + B (1) fio (x) et ["(z + 1) = ¢" (1) fu (x) + " () for ().
Autrement dit, f; € vect(fy,, fi,) et de méme pour f; et f,’.

b) L’espace vect(f:,, fi,) est de dimension 2 donc la famille (f, f’, f”) est lite. Comme (f, f') est libre (sinon f serait
de type 1 d’aprés la partie précédente), on en déduit que f” est comb. lin. de f et f': f' = af’ + Bf.

Question 4) Comme solutions d’une telle équation, on peut donc avoir :

— des fonctions du type x — Ae"™ + pe®®

— des fonctions du type x — Ae™ + pxe™

— des fonctions du type x — Acos(wz) + psin(wz)
11 suffit de vérifier que ces fonctions sont bien de type 2, ce qui est similaire a ce qui a été fait dans la partie 1. On trouve
que dans tous les cas, A et u sont quelconques. On a donc trouvé les fonctions de type 2 et deux fois dérivables.



