Applications linéaires

Dans tout ce chapitre, K désigne un sous-corps de C, en général R ou C.

1 Applications linéaires

1.1 Définition et propriétés immédiates

KDéﬁnition. Soit E et F' deux K-espaces vectoriels, R
— Une application linéaire de E dans F' est une fonction f: E — F telle que

V(u,v) € E? flu+v) = f(u)+ f(v)
Yue EVAeK FOw) = Af(u)

— Un endomorphisme de E est une application linéaire de £ dans E (application linéaire dans le cas
particulier ou F' = E).

— On note Z(E, F) l'ensemble des applications linéaires de F dans F et £(E) Pensemble des endo-

L morphismes de E.

)

Remarque. Ne pas dire « f est stable par combinaison linéaire » : seuls les ensembles de vecteurs peuvent étre
stables par une opération, pas les fonctions.

Comme dans la caractérisation des s.e.v., on peut remplacer les deux propriétés de la définition par une seule :

Y(u,v) € E>VA €K fAu+v) =\ f(u)+ f(v)

Exemples.
— Les applications suivantes sont linéaires
R - R? . KX] = K[X] ;
(x,y,2) — (2z+y,y—2) P — P
K[X] — K[X] ; F(R,R) —» R
P ~ PX+1) -PX) f —  f(0)

— Soit E et F deux K-espaces vectoriels. L’application nulle w + Op  est une application linéaire.
— L’identité de FE, les homothéties de rapport & u — ku (ot k est un scalaire non nul) sont des
endomorphismes de FE.

On déduit de la définition les quelques régles de calculs suivantes.

KProposition 1. Soit f € L(E,F) (f est une application linéaire de E dans F). Alors : N
> f (OE) =0p.
>VYueFE, f(-u)=—f(u).

> v(uh'"aun) € En? V(al,...,an) € Knv f (Zakuk> = Zak f(uk)
k=1 k=1

K J

KProposition 2. Soit B, F deux K-espaces vectoriels,  une base de E et vq,...,v, des vecteurs de F. )

A tout vecteur x de E, on associe ses coordonnées (x1,...,x,) dans la base B, puis on définit f : E — F

P
par une relation du type f(x) = Z 0i(T1, .. Ty)U;.
i=1

Si pour tout i € [1,p], wi(z1,...,2T,) est une combinaison linéaire (4 coeff. constants) de x1,...,xy, alors

Kf est linéaire. )

Exercices :

1) Montrez que f : Ko[X] — K[X] définie par f(P) = X*P(1/X) — P’ est linéaire.



2 Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

2.1 Noyau et image d’une application linéaire

~

KDéﬁnition. Soit F et F' deux K-espaces vectoriels, f une application linéaire de £ dans F'.

— On appelle noyau de f ’ensemble des antécédents du vecteur nul de F' par 'application f. On le
note Ker(f). Formellement :

Ker(f) = {u S / flw) :OF}.

— On appelle image de f ’ensemble comportant toutes les images par f des vecteurs de E. On le note
Im(f). Formellement :

Ezxercices :
1) Calculez Ker(f) et Im(f) ou f: R* 5 R?, (z, 9, 2) = Qz+y, y—2);
2) Méme exercice avec A: C2[X] — Ca2[X], P~ X P’ — P;
3) Meéme exercice avec hy: E — E, u— ku quand k # 0.

KProposition 3. Soit f € L(E,F). Alors A
> Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E ;

L > Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'. )

~

roposition 4 (Injectivité et surjectivité d’une application linéaire). Soit E e euz K-espaces vectoriels,
(p ition 4 (Injectivité et suriectivité d’ lication linéaire). Soit E et F deuz K toriel
feZEF). Alors :

> f est injective si et seulement si Ker(f) ={0g};
=F

> est surjective si et seulement si Im .

2.2 Image d’un s.e.v. par une application linéaire

KProposition 5. Soit E et F deuzr K-espaces vectoriels, E’' un sous-espace vectoriel de E, h
f une application linéaire de & dans F'.
Alors f(E') est un sous-espace vectoriel de F.

Y f(E) /2 )

KProposition 6. Soit E et F deux K-espaces vectoriels, f une application linéaire de E dans F et (e;)icr
une famille de vecteurs de E.

Alors f(vect((e;)icr)) = vect ((f(ei))ier)-
KEn particulier, f(vect(el, €,..., en)) = vect (f(el)7 flea), ..., f(en)). D,

Cas particulier : si on connait une base (ou simplement une famille génératrice de E), alors on connait une
famille génératrice de Im f.
Ezercices :
1) On appelle f Papplication de K[X] dans lui-méme P — P(X + 1) — P(X). Montrez que pour tout n € N*,
f(K,[X]) = Kn-1[X]. Déduisez-en que f est surjective. Est-elle bijective ?
2) Montrez de méme que l'application de K[X] dans lui méme P — P(X + 1) + P(X) est linéaire et bijective.

2.3 Image réciproque d’un s.e.v. par une application linéaire

Proposition 7. Soit E et F deux K-espaces vectoriels, F' un sous-espace vectoriel de F,
f une application linéaire de E dans F'.

Alors f~Y(F') est un sous-espace vectoriel de E.

2.4 Applications linéaires et sommes directes



Proposition 8. Soit E, F deux K-espaces vectoriels, F1, ..., E, des sous-espaces vectoriels de E tel que
n

@ E;,=F et f1,..., [, des applications linéaires de E1,...,E, dans F respectivement.
i=1

Alors il existe une unique application linéaire f de E dans F telle que pour tout i € [1,n], flg, = fi-

Autrement dit, pour définir une application linéaire sur une somme directe de sous-espaces vectoriels, il suffit
de la définir sur chacun des sous-espaces vectoriels.

Un cas particulier trés important : le cas des bases.

Proposition 9. Soit E, F deuz K-espaces vectoriels, tels que E posséde une base (e1,...,ep). Soit
(v1,...,vp) une famille de p vecteurs de F.

Alors il existe une unique application linéaire f de E dans F telle que pour tout i € [1,p], f(e:;) = v;.

Autrement dit, pour définir une application linéaire sur un e.v. muni d’une base, il suffit de la définir sur chacun
des vecteurs de la base.

Exercices :

1) Soit E = R[X], F = R. Reconnaissez ’application linéaire f € Z(E, F) telle que f(1) = 1, f(X) = 2, f(X°) = 4.
2) Soit E = Rz[X], F = E. Reconnaissez application linéaire f € .Z(E) telle que f(1) = 1, f(X) = X, f(X?) = —2.

3 Isomorphismes et automorphismes

Définition. Soit E et I’ deux K-espaces vectoriels.
— Un isomorphisme de F dans F est une application f: F — F qui est linéaire et bijective.
— Un automorphisme de F est une application f: F — E (I’espace d’arrivée est le méme que I’espace de
départ) qui est linéaire et bijective.
— L’ensemble des automorphismes de E est appelé groupe linéaire de E et il est noté GL(E).

Remarque. Un automorphisme est donc une application qui est a la fois un endomorphisme et un isomor-
phisme.

f € GL(E) signifie que f est un automorphisme de E : c’est une application linéaire bijective de E dans E.

Quand f est un isomorphisme de E dans F, on peut parler de sa bijection réciproque f~!: F — E.
p peut p 3 proq

Exemples.
— [ R3 5 Ry[X], (z,9,2) € R® = —2X? +y X + 22 — 32 est un isomorphisme de R*® dans Ry[X].
— L’identité de E, et plus généralement toutes les homothéties de rapport k # 0 de E sont des automor-
phismes de F.

Exercices :

1) Soit Z 'ensemble des suites récurrentes linéaires réelles u vérifiant Vn € N, upyo = —tnt1 + 2un.
On pose lapplication ®: Z —s R?
u — (ug, u1).
Montrez que @ est un isomorphisme de &% dans R>.

Proposition 10. La bijection réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme.

La composée de deux isomorphismes est un isomorphisme.

Proposition 11. Soit E et F deuz K-espaces vectoriels, f € L(E,F). Les trois affirmations suivantes
sont équivalentes :

— f est un isomorphisme de E dans F';

— f transforme une base particuliere By de E en une base de F ;

— [ transforme toutes les bases de E en des bases de F'.




Proposition 12. Soit E et F deuz K-espaces vectoriels, [ e L (E,F).
Sige ZL(F, E) vérifie go f =1dg et fog=1dp, alors f est un isomorphisme et f~* = g.

4 Opérations sur les applications linéaires

Dans tout ce paragraphe, E, F, G et H désignent des K-espaces vectoriels quelconques.

Proposition 13 (Somme et produit par un scalaire d’applications linéaires). Soit f € ZL(E,F), g €
Z(E,F), AeK. Alors :

— [+ g est une application linéaire : [+ g€ L(E,F).

— X. f est une application linéaire : \. f € L(E,F).

(Corollaire 1. Z(E,F) muni des opérations + et K. est un K-espace vectoriel. )

Cela signifie qu’en ce qui concerne les opérations + et ., on calcule avec les applications linéaires comme s’il
s’agissait de vecteurs.

Toutefois, on ne peut additionner deux applications linéaires que si leurs espaces de départ et d’arrivée sont les
mémes !

Remarque. Le vecteur nul de Z(E, F) est 'application nulle 0y g py: £ — F
u +— Op.

On peut aussi composer deux applications linéaires lorsque leurs espaces de départ et d’arrivée s’enchainent
bien.

Proposition 14 (Composée d’applications linéaires).
Soit f € L(E,F) et g€ Z(F,G). Alorsgo fe Z(E,G).

Remarque. Par convention, on décide que la composition est une opération prioritaire sur ’addition et le
produit externe : A. f o g + h signifie (/\ (fo g)) + h.

KProposition 15. )

— La composition est associative :
Vfe Z(E,F) Vge X(F,G) Vhe £(G,H) (hog)of=ho(gof).
— Les applications identités sont neutres pour la composition :
Vfe Z(E,F) Idrpof=fetfoldg=f.
— La composition se distribue & gauche et a droite sur [’addition :

Y(f,9) € (Z(E,F))* Vhe Z(F,G) ho(f+g)=hof+hog,
Vf e Z(E,F) Vg h)e(ZL(FG) (h+g)of=hof+gof.

— La composition commute avec le produit externe :

_ Vfe L(E,F) Vge L(F,G) YAeK (A.glof=A.(gof)=go(\.[). )

Pour les applications linéaires, + et o se comportent comme + et x pour les nombres, & trois limitations
importantes pres :
— On ne peut pas toujours composer une application par elle-méme ;
— La composition n’est pas commutative : la plupart du temps fog# go f.
— Il existe des couples de diviseurs de zéro, ¢’est-a-dire qu’il existe des couples (f, g) d’applications linéaires
tels que f#0,g#0et go f=0.



4.1 Cas particulier des endomorphismes

Proposition 16. D’apres les régles de calcul précédentes, (£ (E),+,0) est un anneau non commutatif et
non intégre.

L’ensemble GL(E) est son groupe des inversibles.

Quand on parle de 'anneau Z(FE) sans plus de précisions, on sous-entend bien sir pour les opérations précé-
dentes.

Les endomorphismes peuvent en particulier étre composés avec eux-mémes.

Définition. Soit f € Z(E). Pour tout n € N, on définit f" par

fo=Idg et VneN', f'=fofo---of.
N—

n fois

Remarque. f?(u) vaut fo f(u) = f(f(u)) et non (f(u))2 qui n’a aucun sens !
Egzemple. Si A € Z(C[X]) est la dérivation, calcul de (A* —2A + 3Id¢x)(P).
Ezxercices :
1) Soit F un K-espace vectoriel, f un endomorphisme de E tel que
Praff+2f-21dg =0.

Montrer que f € GL(E) et proposer une expression de f~'.

Définition. Soit f € Z(E) et P = ZaiXi € K[X]. On note P(f) I’endomorphisme Zaifi.
i=0 i=0

Les opérations sur les polynémes sont compatibles avec celles sur les endomorphismes.

Proposition 17. Soit f € Z(E) et (P,Q) € K[X]?, A € K. Alors
> (P+Q)(f) = P(f) + Q)
> (AP)(f) = AP(f)
> (PQ)(f) = P(f) o Q).

5 Projecteurs et symétries

5.1 Projecteurs

Définition. Soit E un K-espace vectoriel, A, B deux s.e.v. de E, supplémentaires dans F.
A tout vecteur v de E, on associe un unique couple (a,b) € A x B tel que v = a + b.

On pose p : E — E définie par p(v) = a : 'application p est appelée projecteur sur A parallélement a B.

Les projecteurs ont des propriétés remarquables.

Proposition 18. Awvec les mémes notations, on montre que
> p est un endomorphisme de F
> Kerp=BetImp=A
> un vecteur v est invariant par p (i.e. p(v) = v) si et seulement si v € A

> pop=p

On a méme une sorte de réciproque



Proposition 19. Soit p un endomorphisme de E tel que pop = p.

Alors E = Kerp @ Imp et p est un projecteur : c’est le projecteur sur Imp, parallelement a Ker p.

Remarque. Sion note ¢ le projecteur sur B, parallélement a A, alors p+ ¢ = Idg : on dit que p et ¢ sont des
projecteurs associés.

Ezxercices :

1) Soit a,b, ¢, d 4 scalaires. A quelle condition 'application (x,y) — (az 4 by, cx + dy) est-elle un projecteur de K> ?
2) Montrez que lapplication de K[X] dans K[X] définie par

F(P) = P(0) + <2P(1) - gP(O) - %P(Z)) X+ (f - P(l)) X

est un projecteur.

5.2 Symétries

Définition. Soit E un K-espace vectoriel, A, B deux s.e.v. de E, supplémentaires dans F.
A tout vecteur v de E, on associe un unique couple (a,b) € A x B tel que v = a + b.

On pose s : E — FE définie par s(v) = a — b : Papplication s est appelée symétrie de base A parallélement
a B.

Les symétries ont des propriétés remarquables, comme les projecteurs.

Proposition 20. Avec les mémes notations, on montre que
> s est un automorphisme de E et s~ = s
> A est l’ensemble des vecteurs invariants par s et B celui des vecteurs anti-invariants

> sos=Idg

On a de méme une sorte de réciproque

Proposition 21. Soit s un endomorphisme de E tel que so s = Idg.

Alors s est une symétrie.

Remarque. Si on note p le projecteur sur A, parallélement & B, alors s = 2p — Idg : on dit que p et s sont
associés.

La symétrie de base B paralléelement a A est —s.



