Espaces vectoriels

Dans tout ce chapitre, K désigne un sous-corps de C, en général R ou C. Mais le lecteur attentif notera que la
théorie ne demande pas plus que le fait que K soit un corps.

1 Notion d’espace vectoriel

1.1 Définition et premiéres propriétés

/Déﬁnition. Un K-espace vectoriel est un ensemble £ muni de deux opérations, aussi appelées lois : N
une addition : et un produit externe :
+: ExE—FE K. :KxE—EFE
(U, N — U+ (0, W) — a. W

telles que (E,+) est un groupe commutatif :
— + est associative : (U, V', W) € B> (X + )+ W =" + (¥ + W)
— + est commutative : V(7,¥) € E? W+ V=7V +7
— + posséde un neutre noté (E} VA eE W+ O—E> =
— tout élément de E a un opposé dans E: VU € E W + (- ) = (E)
et la loi externe vérifie les propriétés :
— 1 est neutre & gauche pour la loi externe : Vi eE 1U =1
— K. est distributive a droite pour + : Y(\, p) € K2VU € E (A +p). 4 =AU + p. o
— K. est distributive a gauche pour + : VA € K V(U, V) € E> MU +7) =AU +\7
— associativité mixte : V(\, p) € K2VU € B (\u). W = A\.(u. )

-

Vocabulaire :
— La multiplication externe est notée K.
— Les éléments @ de E sont appelés vecteurs de F.
— Les éléments « de K sont appelés des scalaires.
.>
— O est le vecteur nul de E.
— Le symétrique du vecteur U est noté — U et appelé opposé du vecteur q.

Remarque. A propos du produit externe :
— 1l est le plus souvent implicite : « . U sera simplement noté « g
— On écrit toujours le scalaire devant le vecteur : « U et non Wa. Le symbole x est a éviter.
— Le produit externe n’est pas le produit scalaire. Il fait intervenir un nombre et un vecteur, alors que le
produit scalaire concerne deux vecteurs (voir chapitre Espaces euclidiens).

1.2 Exemples fondamentaux d’espaces vectoriels

Les ensembles suivants, munis de leur addition et de leur produit externe habituels, constituent des espaces
vectoriels et sont & connaitre, car ils servent de fondements & de nombreux raisonnements :

— L’ensemble ﬁ des vecteurs du plan et l’ensemble 2 des vecteurs de I’espace sont des R-espaces vectoriels.

— K est un K-espace vectoriel : le produit externe coincide avec le produit interne.

— C est aussi un R-espace vectoriel.

— Pour tout n € N*, R” est un R-espace vectoriel et C" est un C-espace vectoriel.

— L’ensemble K[X] des polynomes & coefficients dans K est un K-espace vectoriel.

— L’ensemble K des suites a termes dans K est un K-espace vectoriel.

— L’ensemble % (2, K) des fonctions de 2 dans K, ou 2 est un ensemble non vide, est un K-espace vectoriel.
Plus généralement, si E est un K-e.v., 'ensemble .Z (2, E') des fonctions de © dans K est aussi un K-e.v.



Le quatriéme point n’est qu’un cas particulier d’un fait plus général.

Proposition 1. Soit E1,..., E, n K-espaces vectoriels.

Alors pour les lois naturelles sur les n-uplets, l’ensemble E1 X ... X E, est un K-espace vectoriel.

1.3 Propriétés calculatoires élémentaires

KProposition 2. Soit E un K-espace vectoriel, 7, 7, W des vecteurs de E, o et 8 deux scalaires. Alors : h
> Siﬁ—kﬁ:?—!—w, alors U = 0.
> 0.7:@ et a.(ﬁ:@.
> a.ﬁz(ﬁ <= a:00u7:0.E>.
b (-1). 4 =-U, (—a).¥=-a.7,
(a—,@).ﬁza.ﬁ—ﬁ.ﬁ,

1.4 Notion de sous-espace vectoriel

En pratique, on ne démontre jamais qu'un ensemble F' est un K-espace vectoriel en revenant a la définition. On
montrera plutdt que F' est un sous-espace vectoriel d’un des espaces vectoriels de référence.

Définition. Soit F un K-espace vectoriel, I’ un ensemble.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E quand :
— Festinclusdans £ : F C E.
— F est non vide :  F # 0.
— Feststablepar +: Y(W,7)eF? W+ 7V eF
— Feststablepar K. : VAe KVU eF AdeF

L’intérét de cette notion est donné par la propriété suivante :

Proposition 3. Soit E un K-espace vectoriel.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F', muni des opérations induites par celles de E, est également
un K-espace vectoriel.

En particulier, un sous-espace vectoriel contient toujours le vecteur nul et est stable par « opposition ».

Ezercices :
1) Justifiez que K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X].
2) F={(2,y,2) €R® / 204y — 2 =0} est-il un espace vectoriel ?
3) Et F = {(z,y) ) e R? Jx>0}7
4) Et #(C), ensemble des suites complexes tendant vers 0 en l'infini?
5) F={P e K[X] / deg(P)=n} est-il un espace vectoriel ?
6) A étant un polynome ﬁxe F= {AP / P e K] X]} ensemble des multiples polynémes de A?
)

7) Et F = {(z,y) € C* / 2| <|y|} ?

~

(Proposition 4 (Caractérisation rapide des sous-espaces vectoriels). Soit E un K-espace vectoriel, F un
ensemble.
Alors F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

> F est inclus dans E : F C E.
> F est non vide : F # (.
S > F est stable par combinaison linéaire : YA€ K¥(U, V)€ F? AU+ 7V eF )




1.5 Exemples fondamentaux de sous-espaces vectoriels (a connaitre)

Proposition 5 (Sous-espaces vectoriels triviaux). Soit E un K-espace vectoriel. Alors E et {OE} (appelé

sous-espace vectoriel nul de E) sont deux sous-espaces vectoriels de E.

. —
Remarque. Ne pas confondre le sous-espace vectoriel nul de E, noté {0 E} :

_) . .
— avec le vecteur nul Og qui est un vecteur, et non un espace vectoriel ;
— avec ’ensemble vide (), qui n’est pas un sous-espace vectoriel.

Définition. Soit E un K-espace vectoriel.

Si W est un vecteur non nul de E, on appelle droite vectorielle dirigée par U Vensemble F = {A U, \e K},
noté aussi K.

1l est facile de vérifier qu’une droite vectorielle de E est un sous-espace vectoriel de E.

CProposition 6. Pour tout n € N, K,,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X]. )

Proposition 7 (Espaces de fonctions). Soit I un intervalle non réduit a un point, n un entier naturel quel-
conque. Alors les ensembles €(I,R), Z(I,R), €"(I,R) et €°°(I,R) sont tous des sous-espaces vectoriels
de F(I,R).

1.6 Intersection de sous-espaces vectoriels

Proposition 8. Soit £ un K-espace vectoriel.

> Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors FF NG est aussi un sous-espace vectoriel
de E.
> Si (F;)icr est une famille de sous-espaces vectoriels de E indexée par un ensemble I, alors m F;
iel
est aussi un sous-espace vectoriel de F.

Remarque. Cela ne marche pas du tout avec les réunions!

Ezercices :
8) L’ensemble des polynomes réels de degré inférieur & m qui s’annulent en 0 et en 2 est un espace vectoriel.

9) Soit F, G deux sous-espaces vectoriels d'un espace E. Montrez que F'U G est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si FF C G ou G C F.

1.7 Equations linéaires scalaires homogénes

Proposition 9. Soit (ay,...,a,) € K".

L’ensemble des solutions de l’équation ayxq + -+ + apxy, = 0 d’inconnue (z1,...,x,) € K" est un sous-
espace vectoriel de K.

On en déduit le résultat suivant.

Proposition 10. L’ensemble des solutions d’un systéme (scalaire) linéaire homogéne de p équations a
n inconnues est un sous-espace vectoriel de K".




2 Combinaisons linéaires, sous-espaces vectoriels engendrés par des
vecteurs

2.1 Notion de combinaison linéaire

Définition. Soit E un K-espace vectoriel, e_f, e_2>, ..., &, des vecteurs de E.
Une combinaison linéaire de e—f, 6—2>, ceey &, est un vecteur de E qui peut s’écrire sous la forme
— — = of
aref +ases + - +age, ou(a,as,...,a,) € K"
Exemple.

— Exemples de combinaisons linéj;res de deux vecteurs e_f et e_2> :
26—1>+3€_2>3 6—1>*6—2>, 6_1), OE

— Tout polyndéme de R,[X] est combinaison linéaire des polynomes 1, X X2 X"

Ezxercices :

10) Dans E = R?, soit e; = (1,1,1), ex = (0,1,2) et e3 = (4,2,0).
Les vecteurs u = (1, —1,3) et v = (2,1,0) sont-ils des combinaisons linéaires de e, ez et ez ?

11) Dans R[X], soit Py = X(X — 1)(X —2), P, = X(X — 2)(X — 3) et P = (X — 1)(X — 3)(X — 4). Le polynome
P = X% 4+ X + 1 est-il combinaison linéaire de (P1, P2, P3)?

12) Dans R[X], soit Pp = X (X —1), P, = X(X —2) et P, = (X —1)(X —2)(X — 3). Le polynéme P = X° 42X — 6
est-il combinaison linéaire de (Po, P1, P2)?

2.2 Sous-espace vectoriel engendré par des vecteurs

KDéﬁnition. Soit E un K-espace vectoriel, e1,¢3,...,&, des vecteurs de E. h
On note vect(.e_f7 e,... ,e_g) 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs &1, €3, ..., e, :
n
— = — —
vect(ef,€3,...,e,) = Zak el / (a1,...,00) €K™ 5.
k=1
Autrement dit, si W un vecteur quelconque de E, alors :
e Vect(e_{, e_g, ey al)) <= U est une combinaison linéaire de e_f, ... e_,;
n
— o, om) €K, W= aref.
\ P )
Exercices :

13) Donnez une définition en compréhension de ’ensemble vect(X + 1, X?+ X, X%+ X2) ;
14) De méme avec vect((1,0,0),(0,1,0));

Proposition 11. Si e_f, e_g, ...,en sont des vecteurs d’un K-espace vectoriel E,
alors Vect(e_f, e_g, ey e_ﬁ) est un sous-espace vectoriel de E, qui contient les vecteurs e_{, e_2>, . ,e_,z.

Remarque. Cette propriété fournit une nouvelle méthode pour établir qu’un ensemble de vecteurs F' est un
espace vectoriel : I’écrire sous la forme F' = vect(---).

Ezercices :
15) Montrez que F = {(a + 2b) X2 4 (b—c)X+a+b—c/ (a,b,c) € RS} est un R-e.v.
16) De méme avecG:{(a:,y,z)GRS/x+yfz:0et2x+y+z:0},
17) De méme avec H = {z + Acos(z — ¢) / (4, ¢) € R?}.
)

18) Soit E une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 ou 2, a coefficients constants. L’ensemble .¥(E) de

ses solutions est un sous-espace vectoriel de .7 (R, K).
La droite vectorielle K¥ est le sous-espace vectoriel engendré par u Vect(ﬁ) = K. Avec deux vecteurs, on
définit (presque toujours) des plans vectoriels.



KDéﬁnition. Si (7, 7) € E? et si 7, 7 ne sont pas proportionnels (on dit aussi colinéaires plutot que\
Kproportionnels), on appelle plan vectoriel dirigé par U et U lensemble Vect(77 7) D,

KProposition 12. Si F est un sous-espace vectoriel de E et si F' contient les vecteurs e1,€3,... ,e_n>, alors\
vect(e1,e3,...,e,) C F.
KAutrement dit, Vect(e_f7 e_g, ey (ZZ) est le plus petit s.e.v. de E qui contient e_f, ey . )

Ce dernier résultat permet de prouver 'inclusion dun s.e.v. dans un autre si on peut écrire le premier sous la
forme vect(---).

Enfin, quelques propriétés calculatoires sur les vecteurs engendrant un s.e.v. :

KProposition 13. Soit e_{, e_g, ey e, des vecteurs d’un K-espace vectoriel E. A
> Siay,qs,...,q, sont des scalaires non nuls,
— = — = = =
vect(ef, €3, ...,e,) = vect(ag ef,an €3, ..., an €y)
(on peut multiplier les vecteurs par des constantes non nulles)
> si U est combinaison linéaire de e_1>, e_2>, ey e_>n, alors
— — — — — —
vect(ef, €3, ..., ey, 7) = vect(ef, e3,...,en).

(on peut retirer/adjoindre un vecteur s’il est combinaison linéaire des autres)

> Sias,...,a, sont des scalaires,
n
= = — = = = =
vect(ef,e3,...,e,) = vect | ef + g ;€. €e5,...,6n
=2
_ (on peut ajouter a un vecteur une combinaison linéaire des autres vecteurs) )

Ezxercices :

19) Dire de quels espaces ces ensembles sont des sous-espaces vectoriels puis simplifier leur écriture :
7 VeCt((%7 7%7 %)v (17 37 2)7 (747 65 72))
— vect(3X°4+2X +1, 24X, 1-X-X?).
2.3 Sous-espace engendré par une partie

On généralise la notion précédente & un ensemble (fini ou infini) de vecteurs de E.

Définition. Soit E un K-espace vectoriel et A une partie de E quelconque (pas forcément un sous-espace
vectoriel).

On appelle sous-espace vectoriel engendré par A l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels contenant
A : il est noté vect(A).

Ezercices :

20) Qu’est-ce que vect () ?

21) Soit A I’ensemble des polynémes a coefficients positifs. Qu’est-ce que vect(A)?
3 Familles finies de vecteurs
Dans un premier temps, on ne parle que de familles finies de vecteurs.

3.1 Famille génératrice d’un sous-espace vectoriel

Une famille finie de vecteurs de E est une liste finie et ordonnée de vecteurs de F, ot les répétitions sont autorisées.



Définition. Soit F un K-e.v., F un s.e.v. de E, ¥ = (e_f, es,..., e_ﬁ) une famille de vecteurs de F.
On dit que ¢ est une famille génératrice du s.e.v. F' quand :

— chaque vecteur de la famille 4 se trouve dans F : Vk € [1,n], e} € F;

— tout vecteur W de F est une combinaison linéaire des vecteurs de la famille ¢ :

Vu €F, ag,...,a,) €KY, 7220%6_]:.
k=1

Remarque. 1l faut toujours bien préciser de quel sous-espace vectoriel la famille considérée est génératrice.

Exemple.
— Famille génératrice de F' = {(czj,y7 2) €R3 / =y = z}
— Familles génératrices de F = E=R*: ¢ = ((1,0), (0,1)) et % = ((1,0), (0,1), (1,1)).
— Familles génératrices de R3[X]: % = (1, X, X%, X)) et % =(X? -1, X -1, X2+ X, X3 +1).

Proposition 14. Soit F un K-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de I, 4 = (e_f, €,..., e_n>) une
famille de vecteurs de E.

Alors la famille 4 est génératrice de F si et seulement si F' = vect(¥).

Ezercices :
22) Donnez une famille génératrice de F' = {(:c,y7 z) € R? / 2e+y—z= 0}.
23) Donnez une famille génératrice de G = {(=,y, 2,t) € R* /2x+y—z+3t=0etx—3y+2z+t=0}
24) Donnez une famille génératrice de H = {(:c,y7z,t) eR* / r—y+t=0ety+22+3t=0etzt+y—2z= 0}.

Remarque. Ne pas confondre les combinaisons linéaires, qui sont des vecteurs, avec vect(e_f7 e_2>, ey e_,;), qui
est un ensemble de combinaisons linéaires.

3.2 Familles liées, familles libres

-

Définition. Soit F un K-espace vectoriel, & = (e—1>, es,... ,e—n>) une famille de vecteurs de FE.

On dit que .% est une famille liée quand il existe des scalaires oy, ..., a, non tous nuls tels que
%
el +ases+--+ane, =0g.

On dit aussi que les vecteurs e_f, e_2>, ey &, sont linéairement dépendants. Toute combinaison linéaire nulle
Ka coefficients non tous nuls est appelée une relation de dépendance linéaire entre les vecteurs. )

Remarque. L’expression « non tous nuls » signifie qu’au moins un des scalaires est différent de 0.

Exemple.

— Dans E=R?: .7 = (e, e2) ot e1 = (1,—1) et e = (2, —2).

— Dans E=R® : .F = (e1,e2,e3) ot e = (1,-2,2), e = (1,—7,5) et e3 = (—4,—7,1).
— Dans E K-e.v. quelconque : %] = (7, v, 22U — 7) et Fo = (7, O_E>, 7)

~

KProposition 15. Soit E un K-espace vectoriel, F = (6—1>, e_2>, . ,e—n>) une famille de vecteurs de E.

Alors la famille F est liée si et seulement si un (au moins) de ses vecteurs est combinaison linéaire des

\_ autres. Y.
~

fCorollaire 1. Soit E un K-espace vectoriel, &1 et e deuz vecteurs de E. Alors :
e . — . . .= N4
La famille (e7) est liée si et seulement si ef = Op.

. La famille (e_f, e_2>) est liée si et seulement si 6_1> et 6_2> sont proportionnels. )

Remarque. Ce dernier cas est faux pour des familles comportant trois vecteurs et plus.



Corollaire 2. Si une famille de vecteurs contient le vecteur nul, alors elle est liée.

Si une famille de vecteurs contient deux fois le méme vecteur, alors elle est liée.

Le contraire de la notion de famille liée est la notion de famille libre.

KDéﬁnition. Soit E un K-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de F, . = (e_1>7e_2>, . ,e_n>) une\

famille de vecteurs de FE.

On dit que .# est une famille libre quand

= —
Y(ag,...,a,) € K", ZakazzOE = a1=0,a=0,...,a, =0.
k=1

KOH dit aussi que les vecteurs e—f, e—2>, ceey &, sont linéairement indépendants. )
Par convention, on considére que la famille vide ) est libre.
Exemple.

— Dans R3, .Z = (61,62,63) ot e; = (2,1,—1),ea = (—1,1,0) et e3 = (1,1,1) puis .#' = (e1, €2).

— Dans C[X], .Z = (1, X, X?, ..., X").
Ezercices :

25) Montrez que la famille de fonctions (1, sin, cos, tan) est libre dans l'espace % (} —g7 +g [,R).

26) La famille de fonctions (1, sin, cos, sin?, cosQ) est-elle libre dans l’espace .7 (R,R) ?
27) Montrez que la famille de suites ((1), (), (n?), (2")) est libre dans I'espace .7 (R).

[Proposition 16. Toute sous-famille d’une famille libre est libre. Toute sur-famille d’une famille liée est]
liée.

Un cas utile : famille de polynomes étagées en degré.

Proposition 17. Si # = (Py, Pa,..., P,) est une famille de polynomes non nuls tels que
deg(P1) < deg(F%) < --- < deg(F,),

alors F est une famille libre.

Identification des coefficients

En général, quand deux combinaisons linéaires d’une famille de vecteurs sont égales, on ne peut pas conclure
que les coefficients sont égaux.

On montre que les seules familles qui permettent cette identification sont les familles libres.

KProposition 18 (Propriété fondamentale des familles libres : identification des coefficients). R
Soit E un K-e.v., F = (e_f7 e, .. .,e_%) une famille de vecteurs de E.

Si F est une famille libre, on peut identifier les coefficients dans deux écritures d’une combinaison linéaire
de vecteurs de F' :

doowei=) frer = Vke[lnl, ax=4p

k=1 1

n n

KEt réciproquement, si une famille de vecteurs permet lidentification des coefficients, alors elle est libre. )

3.3 Bases d’un sous-espace vectoriel

Définition. Soit F un K-e.v., F' un s.e.v. de FE, % une famille de vecteurs de FE.

On dit que & est une base de F' si # est une famille libre et une famille génératrice de F.




Exemple.
— Deux bases de R? : %, = ((1,0), (0,1)) et B = ((1,3), (-2,1)).
— Base de Ry[X] : %y = (1, X, X?).

— Base canonique de K" : %, = (e1,ea,...,€,) ou e désigne le n-uplet (0,...,0,1,0,...,0), unique 1
étant placé a la k-iéme position. Cette base comporte n vecteurs.
— Base canonique de K, [X]: %y = (1, X, X2, ..., X"). Cette base comporte n + 1 polynomes.

Remarque. L’adjectif « canonique » signifie ici « le/la plus simple qu’on puisse imaginer », « qui vient na-
turellement & ’esprit ». La notion de base canonique est fonciérement attachée & la nature des vecteurs : on
ne parle pas de la base canonique d’un espace vectoriel quelconque, seules des bases concrétes dans un espace
concret peuvent étre qualifiées de canoniques par la communauté mathématique, pas par vous, ni moi.

Proposition 19. Soit E un K-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de E, B = (e_f, e, e_n>) une

famille de vecteurs de E.

Alors A est une base de F' si et seulement si :
— tous les vecteurs de la famille & se trouvent dans F ;
— tout vecteur U de F peut s’écrire de maniére unique comme une combinaison linéaire des vecteurs
de AB.

Définition. Soit F' un sous-espace vectoriel d’'un K-e.v. E, % une base de F, U un vecteur quelconque
de F.

On appelle coordonnées du vecteur 2 dans la base % Punique n-uplet de scalaires (aq, ..., a,) tel que

— — —
7:a161+a262+~~+an6n.

Exemple.
— Dans R?, coordonnées du vecteurs u = (5, —3) dans les bases %, et 4.
— Dans C3[X], coordonnées du polynéme P = X3 — 2 X? 4 3 dans la base canonique %.

Remarque. Quand on parle de coordonnées d’un vecteurs, il faut toujours dire dans quelle base on travaille.
Par ailleurs, ne jamais confondre :

— un vecteur U (élément de E)

— avec ses coordonnées (a1, ..., q,) dans une base % (élément de K™).

~

KProposition 20. Soit F' un sous-espace vectoriel d’un K-e.v. E, B une base de F, U et U deux vecteurs
de F.

On suppose que U a pour coordonnées (v, ..., o)
et que U a pour coordonnées (B1,-.-,0n) dans la base B.

Alors, dans la base B, U+ a pour coordonnées (o + B, ..., + Bn)

et 2T a pour coordonnées (Aaq, ..., Aay,).

x ) y
aq aq

En général, on note v : ou coggrdﬁ =
Qn Qn

B
On a donc montré les régles de calcul suivantes : pour tout couple de vecteurs (7, 7) et tout scalaire A,

coord(W + ) = coord ¥ + coord ¥ et coord(AW) = Acoord /.
2 2 2 2 2

4 Généralisation & des familles quelconques

On note A Cy B pour indiquer que A est une partie finie de B.



Proposition 21. Soit (e_f)ie[ une famille quelconque de vecteurs de E, K-espace vectoriel.

Alors vect ((e])ier) est Uensemble des combinaisons linéaires des sous-familles finies de (€] )ics :

vect ((€)ier) =3 Y A&y / T Cr I, (Ay)jes €K’
JjeJ

Ce résultat nous améne & étendre les définitions de combinaisons linéaires, de familles liées, de familles libres et
de bases.

-

~

Définition. Soit (el )icr une famille quelconque de vecteurs de F, K-espace vectoriel.
On appelle combinaison linéaire de la famille (ei) toute combinaison linéaire d’une sous-famille finie de
().
7 est une combinaison linéaire de la famille (ez) quand il existe une partie finie J de I et des scalaires
(/\j)jej S K7 tels que 7 = Z/\Je_;

s
= /
En fait, on raméne les définitions & des parties finies, car on ne peut additionner qu’un nombre fini de vecteurs.

a N

Définition. Avec les mémes hypothéses, on dit que la famille (e]) est liée quand il existe une sous-famille

finie de (€]) qui est lice.
On dit donc que la famille ( 7) est libre quand toute sous-famille finie de (ez) est libre.

On dit que la famille (el) est génératrice de E quand vect(e;) = E, autrement dit quand tout vecteur de
E est une combinaison linéaire d’une sous-famille finie de (e}).

On dit donc que la famille (el) est une base de ' quand tout vecteur de E' est une combinaison linéaire
d’une « unique » sous-famille finie de (e_Z)
K

J

Remarque. Dans cette derniére définition, 'unicité est un peu exagérée. Plus précisément, elle signifie que

pour tout vecteur o de E, il existe une unique partie finie J de I et des scalaires (\;) e tels que v = Z )\je_}
jeJ

et tous les scalaires A; sont non nuls, autrement dit on n’écrit pas de combinaison linéaire avec des coeflicients

nuls puisque les termes correspondants ne servent & rien. En particulier, le vecteur nul est associé & la partie

vide.

Exemples.
— Toute famille de polynomes dont les degrés sont distincts est libre.
— La famille (1, X, X?,...) est une base de K[X].
— La famille des fonctions (z — cos(kz), z — sin(kz))ren engendre le sous-espace des fonctions sinusoidales

2
dont les périodes sont du type T avec n € N*.
n

4.1 Notation commode

Dans le cas d’une famille infinie de vecteurs (e_g), plutot que de faire intervenir des parties finies de I, on convient

de noter les combinaisons linéaires sous la forme d’une somme « infinie >>Z el en ajoutant I’hypothése que
iel

la famille (\;) est presque nulle, ce qui signifie que 'ensemble {i € I / A; # 0} est fini.

On écrit donc des sommes infinies mais dans lesquelles presque tous les termes sont nuls, sauf un nombre fini

d’entre eux : ce sont donc en fait des sommes finies.

On peut donc réexprimer les définitions précédentes en faisant apparaitre la notion de famille presque nulle de
scalaires.

En général, on note K I’ensemble des familles presque nulles d’éléments de K indexées par I.

vect( € )ier) {ZA e; Ai)ier e kKU )}

i€l
H
(6_1'})1'61 est libre si et s.si V(Oéi)ie] € K(I) Z Oéi6_i> =0g — (VZ el o; = O)
el
(€)ies est lice si et s.si I(ay)ier € KP Zaie_f = (TE et (Fiel a;#0)
el



5 Sommes de sous-espaces vectoriels

5.1 Généralités

Définition. Soit F un K-espace vectoriel, Fy, ..., F}, des sous-espaces vectoriels de E.

On appelle somme de FY, ..., F, ’ensemble noté Fy + ...+ F, :

F1+...+Fn:{Zﬁ/(ﬁ7...,xj)eF1x...an}
=i

De plus, c’est le plus petit sous-espace vectoriel qui contient Fy,..., F,.

Si on connait des familles génératrices de chacun des s.e.v. Fy,..., F,, alors en réunissant ces familles, on
obtient une famille génératrice de Fy + ...+ F,.

Proposition 23. Soit (u1,...,Up, Ups1,...,Uyn) des vecteurs de E.
Alors vect(uz, ..., Up, Upt1, - -« Up) = vect(ur, ..., up) + vect(Upt1, ..., Up)-

5.2 Sommes directes

Définition. Soit E un K-espace vectoriel, F1, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de E.

On dit que la somme F} + ...+ F,, est directe quand tout vecteur de F; + ...+ F, a une unique écriture
n

Proposition 22. Avec les mémes notations : F1 + ...+ F, est un sous-espace vectoriel de E. }

Z.T_Z'Ofl (ﬁ,...,ﬁ)ele...an.
i=1

On dit aussi que les sous-espaces sont en somme directe. Dans ce cas, quand on veut insister sur cette propriété,

n
on note la somme sous la forme F1 & ... & F, = @ F;
i=1

KProposition 24. La somme Fy + ... + F, est directe si et seulement si le vecteur nul a une um’que\
n

décomposition Z T, ol (x_{, . ,33_n>) € Fy X ... X F,, qui est la décomposition triviale.

i=1
. . . . > . - — =
Autrement dit, la somme F1+. ..+ F,, est directe si et seulement la seule solution de I’équation Z z; =0g
i=1
Kd’inconnue (:E_1>, e ,ﬁ) € F1 X ... x F, est le n-uplet nul. )

5.3 Cas particulier de deux sous-espaces

Proposition 25. Soit E un K-espace vectoriel, F,G deuz sous-espaces vectoriels de E.

La somme F + G est directe si et seulement si F NG = {(E}}

Attention! Il ne faut pas généraliser & trois ou plus sous-espaces. Méme si F; N Fy N F3 est le sous-espace nul,
on ne peut pas conclure que la somme F; + F5 + F3 est directe.

Définition. Soit E un K-espace vectoriel, F, G deux sous-espaces vectoriels de F.
On dit que F et G sont supplémentaires quand £ = F & G.

Ezxercices :

28) Dans K", montrez que H = {(z1,...,2n) / @1 + ...+ zn = 0} et la droite vectorielle dirigée par u = (1,2,3,...,n)
sont supplémentaires.

29) Montrez que I’ensemble F' des fonctions paires et celui G des fonctions impaires sont deux sous-espaces vectoriels
de Z#(R) et qu'ils sont supplémentaires.
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